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Prologo

La finalidad de estos materiales did4cticos para la Educacion Secundaria Obligatoria, en su segundo
ciclo, es orientar a los profesores que, a partir de septiembre de 1993, impartiran las nuevas
ensenanzas en los centros que se anticipan a implantarlas. Son materiales para facilitarfes e/
desarrollo curricular de las correspondientes dreas, en particular para el cuarto ano, aunque alguna
de ellas se presenta para el segundo ciclo completo. Con estos materiales el Ministerio de Educacion
y Ciencia quiere facilitar a los profesores la aplicacion y desarrollo del nuevo curriculo en su practica
docente, proporciondndoles sugerencias de programacion y unidades diddcticas que les ayuden en
Su trabajo; unas sugerencias, desde luego, no prescriptivas, ni tampoco cerradas, sino abiertas y con
posibilidades varias de ser aprovechadas y desarrolladas. El desafio que para los centros educativos
¥ los profesores supone anticipar la implantacién de las nuevas ensefianzas, constituyéndose con ello
en pioneros de lo que serd mds adelante la implantacion generalizada, merece no sélo un cumplido
reconacimiento, sino también un apoyo por parte del Ministerio, que a través de estos materiales
diddcticos pretende ayudar a los profesores a afrontar ese desafio.

El Ministerio valora muy positivamente el trabajo de los aulores de estos materiales, que se adaptan

a un esquema general propuesto por el Servicio de Innovacion, de la Subdireccion General de
Programas Experimentales, y han sido elaborados en estrecha conexion con los asesores de este
Servicio. Por consiguiente, aunque la autoria pertenece de pleno derecho a las personas que los han
preparado, el Ministerio considera que son Gtiles ejemplos de programacion y de unidades didacticas
para la correspondiente 4rea, y que su utilizacién por los profesores, en la medida que se ajusten al
marco de los proyectos curriculares que los centros establezcan y se adecuen a las caracteristicas de
sus alumnos, Servird para perfeccionarlos y para elaborar en un futuro proximo otros materiales
Semejantes.

La presentacion misma, en forma de documentos de trabajo y no de libro propiamente dicho, pone
de manifiesto que se trata de materiales con cierto cardcter experimental, destinados a ser
contrastados en la practica, depurados y completados. Es intencion del Ministerio seguir realizando
ese trabajo de contrastacion y depuracion a lo largo del proximo curso, y hacerlo precisamente

a partir de las sugerencias y contrapropuestas que vengan de los centros que se anticipan a la
reforma.

Para cada una de las dreas de la Educacion Secundaria Obligatoria se han elaborado una 0 mas
propuestas de materiales diddcticos. En este ltimo caso se trata de Matemdticas, con dos volimenes
correspondientes a sus dos opciones para el cuarto curso, Lenguas Extranjeras, con una propuesta de
Francés y otra de Inglés, Educacion Fisica, con dos materiales alternativos y Ciencias Sociales,
Geografia e Historia, que ademas de la propuesta de la correspondiente drea para el sequndo ciclo se
complementa con una especifica para el bloque sobre la vida moral y la reflexion ética.

Los materiales asi ofrecidos a los profesores tienen un cardcter netamente experimental. Son
materiales para ser desarrollados con alumnos que proceden mayoritariamente de la Ensenanza




General Bésica y que se han incorporado al segundo ciclo de la Enseianza Secundaria Obligatoria
sin haber realizado el primer ciclo. Se trata, por tanto, de materiales para un momento transitorio

¥ por eso, también particularmente dificil: el momento de transito de la anterior a la nueva
ordenacion. En ellos se contiene, sobre todo, fa informacién imprescindible sobre distribucidn

J secuencia de contenidos para poder organizar éstos en el cuarto afio de la etapa a lo largo del
curso 1993/94. Las sugerencias y contrapropuestas que los profesores realicen, a partir de su
practica docente, respecto a esos materiales o a otros con los que hayan trabajado serdn, en todo
caso, de enorme utilidad para el Ministerio, que a través de futuras propuestas, que complementen
a las actuales, podran redundar en beneficio de los centros y profesores Que en cursos Sucesivos se
incorporen a la reforma educativa.
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Introduccion

En el capitulo Il de este documento se describe una propuesta didéctica para el area de Matema-
ticas del 4° curso (opcion B) de la Educacion Secundaria Obligatoria. Esta propuesta esté distribuida
en siete grandes temas, cada uno de los cuales se desarrolla en varias unidades didacticas en las
que se especifican los objetivos, contenidos, actividades de ensefianza y aprendizaje, evaluacion y
los materiales didacticos necesarios. Si prestamos especial atencion a los contenidos, veremos que
se ha realizado una seleccion de entre los que seria posible desarrollar en este curso, y que una vez
seleccionados, se ha establecido un orden determinado. En los siguientes apartados trataremos de
explicar el porqué de estas decisiones.

Procedencia de los alumnos

Evidentemente los contenidos que se seleccionan para un curso dependen de los desarrollados
en cursos anteriores. Los profesores a los que va dirigida esta propuesta van a dar clase a unos
alumnos procedentes de la EGB y del 3° de ESO, y por lo tanto no han cursado toda la etapa. Esto
hace que la eleccion de contenidos y su secuencia se haga en unas condiciones especiales. Asi,
posiblemente, la propuesta que se recoge en este documento deberia modificarse (sino total, si
parcialmente) si formara parte de la programacion de toda la etapa. Un ejemplo claro de esto es el
estudio del azar: una programacion total de la etapa debe incluir este tema en los cuatro cursos.
Sin embargo, no se trata en las actuales programaciones del ciclo superior de EGB, por lo que
debe iniciarse en 3° y continuarse en 4°, es decir, lo que en unas condiciones se desarrolla en
cuatro cursos, en las otras se hace en dos.

Por otro lado, el Ministerio de Educacion y Ciencia publicd en el curso 92-93 unos materiales
de apoyo, elaborados por grupos de profesores, para la implantacion anticipada del 3° de ESO, en
los que se proponian secuencias para el segundo ciclo (3° y 4°) de esta etapa. Siempre que ha
sido posible, hemos intentado respetar esta propuesta, sobre todo en lo referente a 3° para utilizar-
la como base para nuestra secuencia de 4°. En cada Unidad didactica se describen los conoci-
mientos previos necesarios, y que suponemos estudiados en cursos anteriores. La evaluacion de
estos conocimientos dara al profesor las pautas para desarrollar la Unidad, ya que se indican distin-
tas opciones.

Justificacion

Los contenidos elegidos se secuencian en quince unidades diddcticas referentes a siete nicleos
tematicos:

Seleccion
y secuencia
de contenidos




e NUCLEOS TEMATICOS

UNIDADES DIDACTICAS

Nameros y resolucion de problemas

1°.
g

Fracciones, decimales y porcentajes.
Estrategias de resolucion de problemas
aplicadas a conjuntos numéricos.

Algebra

32
42,

Sistemas de ecuaciones lineales.
Ecuacion de segundo grado.

Transformaciones geométricas en el plano
y razones trigonométricas

g8,
6%.

Movimientos en el plano.
Razones trigonométricas.

Cuerpos redondos y secciones planas

i
g*.
ax

Cilindro, cono y esfera.

Secciones planas de los cuerpos redondos.
Coordenadas geogréficas.

Medida del tiempo.

Funciones

102

1.

Interpretacion de funciones.

Estudio grafico de caracteristicas globales.
Tasa de variacion media.

Estudio de algunas familias de funciones.

Estadistica

128,

134,

Fendmenos estadisticos.
Variable estadistica continua.
Distribuciones bidimensionales.

Azar

142

152

¢Por qué este orden de los niicleos tematicos?

Espacio muestral y sucesos.
Asignacién de probabilidades.
Probabilidad condicionada.
Experimentos compuestos.

La ordenacion relativa de los nicleos Numeros-Algebra, Estadistica-Azar se justifica por las

siguientes razones:

* Las unidades didécticas incluidas en el nicleo de Nimeros contintian y amplian el estudio
sobre conjuntos numéricos realizado en cursos previos y sirven de base para resolver los
problemas propuestos en éste. Es conveniente, pues, comenzar por este tema enlazando con

el curso anterior.

* Fl Algebra debe ser posterior al estudio de estrategias de resolucion de problemas, ya que el
manejo de las mismas es necesario para resolver satisfactoriamente los problemas de gene-
ralizacion y simbolizacion que el Algebra lleva Cconsigo.

* El Azar debe trabajarse después de la Estadistica, ya que proponemos que se utilice la fre:
cuencia relativa de un suceso para asignarle una probabilidad.

En lo referente al resto de los temas, seria posible otra opcion: estudiar las Funciones después
del Algebra y antes que la Geometria. Tiene a favor que en una de las unidades didacticas del tema
de Funciones se tratan expresiones algebraicas, que habrian sido estudiadas inmediatamente antes,
ademas de facilitar la distincion entre ecuacidn y funcion y de variable e incognita. Sin embargo,
este orden dejaria la Geometria como (ltimo tema del curso, y si los demés requieren mas tiempo
del inicialmente disefiado, no se podria trabajar. Por otra parte el enlace Funciones, Estadistica y
Azar es interesante ya que en todas se estudia la manera de tratar e interpretar informaciones siendo
necesario para ello la adquisicion de unas estrategias comunes: recogida de datos, ordenacion de

los mismos, hipdtesis, pruebas, etc.




¢Por qué estas unidades didacticas y los contenidos incluidos en ellas?

La respuesta a esta pregunta se concreta en la introduccion a cada nicleo temético (capitulo 1)
en la que se explican y justifican los contenidos desarrollados en las unidades didacticas. Por tanto,
ahora s6lo vamos a hacer referencia a algunos aspectos:

* Inicialmente, el nimero irracional se trabaja en el tema de nimeros como una actividad de
ampliacién. Después se plantea a toda la clase en el tema de Algebra, ya que la resolucion
de ecuaciones proporciona un contexto adecuado para su estudio.

* |aresolucion algebraica de sistemas de ecuaciones y de la ecuacion de segundo grado, la
trigonometria y la tasa de variacién media son contenidos obligatorios y especificos de la
opcion B del cuarto curso.

* El blogue de Geometria esta formada por dos unidades: transformaciones geometricas y
razones trigonométricas y cuerpos redondos.

— La Unidad sobre transformaciones geométricas y trigonometria refuerza los conocimien-
tos anteriores sobre geometria plana, ampliandolos en un nuevo contexto.

— El conjunto de contenidos referentes a los cuerpos en el espacio es muy extenso, noso-
tras hemos optado por tratar solamente los cuerpos redondos. Otra opcion, que conside-
ramos correcta, seria estudiar conjuntamente los poliedros y cuerpos redondos desde el
inicio de la etapa, dejando para cuarto algunas cuestiones complicadas: medidas de
volumen, intersecciones entre cuerpos, descomposicion e inscripcion, etc. Programar el
cuarto curso basandonos en esta opcidn, nos llievaba a suponer que los alumnos tenian
unos conocimientos previos que seguramente no tienen, por lo que el profesor deberia
hacer grandes modificaciones en la Unidad cuando la desarrollase en el aula. Sin embar-
go, si la Unidad trata exclusivamente de los cuerpos redondos, su disefio es mucho mas
sencillo y su desarrollo mucho mas autonomo.

* Lo especifico de este curso sobre el tema de funciones seria la tasa de variacién media y el
estudio de distintas familias de funciones. Sin embargo, la primera Unidad de este bloque se
refiere a un tratamiento general de las relaciones funcionales y sus distintas expresiones (ver-
bal, gréfica, numérica y algebraica). La razon estd en que es interesante asegurar que los
alumnos sepan interpretar estas expresiones y traducir de una a otra.

* |a variable estadistica continua y la bidimensional son los contenidos estadisticos propues-
tos para este curso, lo que supone que la variable estadistica discreta se ha estudiado en
cursos anteriores. Existen razones que justifican el tratamiento conjunto de la variable esta-
distica discreta y la continua: analizando situaciones reales, el alumno debe decidir de qué
modo le interesa organizar los datos, de esta manera no se crea una clasificacion que, a prio-
ri, no existe. Esta posibilidad dejaria para cuarto [a aplicacion de los conocimientos adquiri-
dos a situaciones mas complejas incluidas algunas de las aparecidas en la prensa, ademés
de la variable bidimensional.

Aunque consideramos correcto este planteamiento, y somos conscientes de sus ventajas,
hemos elegido estudiar sélo la variable continua en cuarto por dos razones:

— Si las actividades se proponen adecuadamente, es posible retomar los conocimientos
adquiridos anteriormente: poblacion, muestra, representacion grafica, medidas centrales
y de dispersion, etc., siguiendo un planteamiento helicoidal que permite reforzarlos apli-
candolos a situaciones mas complejas.

— El concepto de variable continua y los procedimientos de célculo de algunas medidas
son bastante complicados.




* Enel Azar las unidades didécticas parten de los primeros pasos en este tema: la experimen-
tacion, simulacion y asignacion de probabilidades por frecuencias relativas, que no serian
propios de este curso si esta programacion formara parte de la secuencia de toda la etapa.
Pero los alumnos de este 4° de ESO s6lo han visto este tema en tercero y es posible que
muy brevemente debido a la falta de tiempo.
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Metodologia
y evaluacion

Proceso de enseianza y aprendizaje

En el apartado de actividades de cada una de las unidades didécticas, se describe el proce-
S0 que se debe sequir con los alumnos, incluido el orden de las actividades. Por ello, a conti-
nuacion solo expondremos algunas reflexiones generales. Debemos advertir al lector que en
este documento se sefalan con un asterisco (*) las actividades de evaluacion o los
aspectos relacionados con ella.

(*) Todas las unidades han de comenzar con una deteccion de los conocimientos previos
de los alumnos. Aunque esto debe ser un principio general, queremos hacer especial hincapié,
ya que es necesario para una correcta aplicacion y desarrollo de las Unidades. Es posible que
el profesor conozca a sus alumnos y la programacion que han seguido en 3°. Si es asi, esta
evaluacion tiene el interés antes mencionado; en caso contrario, la evaluacion inicial es impres-
cindible para adaptar las unidades.

En todos los temas las actividades propuestas pretenden que el alumno consiga los objeti-
vos programados mediante un proceso inductivo; es decir, forma parte de estas actividades, y
es ademas el primer paso, que el alumno haga suposiciones, aproximaciones y estimaciones,
organice su propio trabajo, se confunda y encuentre la fuente de error, etc. En este proceso de
construccion de aprendizaje juega un papel importante el uso de materiales, de los que habla-
remos mas adelante.

En el disefio de las actividades es también muy importante prever la diversificacion depen-
diendo del nivel de los alumnos:

— Se propondran diversos apartados en grado creciente de dificultad, de manera que
todos puedan conseguir algo.

— Se realizardn actividades complementarias, de refuerzo para alumnos con dificultades,
y de ampliacion para aquellos que «quieran mas».

El trabajo en pequefios grupos facilita el proceso anterior, ya que asi los alumnos tienen
oportunidad de discutir intercambiando opiniones y contrastar las propias. Esto no quiere decir
que todas las actividades deban trabajarse en grupo. Las realizadas individualmente también
son de gran importancia, ya que en ellas el alumno afronta solo los problemas y comprueba el
grado de sus conocimientos.

Siempre que se haga una actividad en grupo, seguird un debate de contraste entre las opi-
niones de cada uno de ellos, lo que permite que el profesor observe la expresion oral y la argu-
mentacion utilizadas por cada portavoz (fuente de informacidn para la evaluacion) y que detecte
los posibles errores.




El hecho de que los alumnos deban ser motores de su propio aprendizaje no implica que el pro-
fesor tenga un papel secundario, ya que:

— El profesor es el que plantea la actividad indicando el motivo de la misma y el que, en algu-
nas ocasiones, explica previamente cuestiones novedosas o de cierta dificultad incluidas en
el enunciado de la misma.

— Durante el trabajo, individual o en grupos, esta pendiente de los posibles atascos, plantean-
do preguntas que ayuden a salvarlos, sin dar, en ningtin caso, la solucion concreta del pro-
blema, sino sugiriendo alguna estrategia o punto de vista nuevo que ayude a su solucion.

— En la puesta en comun, el papel del profesor es el de moderador y observador. Asi podra
sacar a la luz todas las aportaciones, correctas o no. Primero, para dar a todos los grupos la
oportunidad de expresarse; y segundo, para que aquellas que sean erroneas puedan corre-
girse o enriquecerse con las aportaciones de los demas. En cuanto al papel de observador,
es de gran importancia, ya que, como hemos dicho anteriormente, es una buena oportuni-
dad para hacer una evaluacion del proceso de aprendizaje. Para hacer esta observacion de
manera sistematica, el profesor elaborara un guion de estructura sencilla que le permita
recoger los aspectos fundamentales.

— Por otro lado, corresponde también al profesor hacer una sintesis de las conclusiones de
cada actividad y completar los aspectos que no hayan surgido, dandoles el rigor y precision
matemética necesaria en esta opcion. Esta precision se refiere fundamentalmente a «poner
nombre» a aquellos conceptos o procedimientos obtenidos por los alumnos y, en ocasiones,
a reforzar el proceso logico seguido por ellos.

(*) La evaluacion puede también apoyarse en la lectura de informes elaborados por los grupos
de alumnos. De estos trabajos el profesor puede obtener la siguiente informacion: expresion escrita,
comprension del enunciado del problema, especificacion de las suposiciones que realizan, expre-
sion ordenada de las conclusiones, el razonamiento seguido en el proceso de resolucion, la pulcri-
tud y el orden en la presentacion del trabajo, etc.

(*) Otra fuente de informacidn para evaluar a los alumnos es la revision de algunos de sus cua-
dernos.

(*) Las pruebas individuales escritas deben disefiarse desde el comienzo de cada Unidad didéctica
atendiendo a los objetivos que se pretenden alcanzar mediante la formulacion de unos criterios de eva-
luacion que definan el grado de consecucion de los mismos que se quiere conseguir. En estas pruebas
se plantearan actividades similares a las propuestas a los alumnos a lo largo del desarrollo de la Uni-
dad, de modo que recojan, lo mejor posible, lo que se pretende evaluar.

Materiales

En el apartado anterior ya hemos hecho mencion del interés que tiene utilizar materiales para
hacer posible el proceso de ensefianza y aprendizaje descrito, ya que su uso permite que el proceso
sea inductivo, pasando de lo concreto a lo abstracto.

En cada Unidad didéctica se especifican los materiales necesarios, dando en algunos casos
varias opciones. De entre ellos destacamos la calculadora cientifica, el ordenador y programas espe-
cificos, videos didacticos y el retroproyector, no por su mayor importancia, sino porque deben utili-
zarse en todos los temas, aunque no se haga siempre mencion explicita de ellos.

Mencionaremos algunas razones que avalan nuestra propuesta:

— La calculadora ahorra tiempo y permite centrarse en dar significado a lo que se esta
haciendo.

1
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— El ordenador, mediante programas ya hechos, permite ademés de lo anterior visualizar rapi-
damente; y si se realizan programaciones, éstas son muy formativas, ya que es necesario
«saberse muy bien las cosas». Se puede trabajar con hojas de calculo, hacer simulaciones
para el tratamiento del azar, etc.

— El video acerca al aula situaciones reales y permite también la visualizacion répida para un
alumnado inmerso en el mundo de la imagen.

— El retroproyector ayuda al profesor a presentar esquemas y gréaficas de forma clara y cuida-
da, centrando la atencion de los alumnos. A éstos puede también ayudarles en las puestas
en comdn.

En algunas unidades didécticas aparece, entre los recursos necesarios para su desarrollo, la
mencion de un libro concreto. Esto se debe a que el enfoque que se les ha dado a estas unidades
didacticas esta inspirado en ellos, y muchas de las posibles actividades pueden extraerse de los
mismos.




Programacion

Con la primera Unidad didactica de este curso se pretende que los alumnos aprendan a usar
correctamente las fracciones, decimales y porcentajes, sus operaciones y las relaciones entre ellos,
desarrollando la capacidad de eleccion de la expresion mas adecuada en cada caso: la mejor forma
de tomar datos y expresar los resultados, el grado de aproximacion que se requiere y el error que se
comete, y el método de célculo que los hace mas sencillos 0 manejables. En todo momento se pro-
Curard que el trabajo esté enfocado desde situaciones préximas a los alumnos o de futura utilidad
prctica, por ejemplo, con el estudio del interés, descuentos y recargos, indices, etc. Aparecera con
frecuencia la fraccién como operador, que es el aspecto més novedoso del tema.

~ Los procedimientos propuestos deben ser tambign tratados en otros blogues de contenidos (por
e;err_lplo, en medida y en tratamiento de la informacion), pues es en ellos donde adquieren mayor
significacion y utilidad.

Hay que tener también en cuenta que un tratamiento muy prolongado y aislado de los nimeros
no suele conseguir avances significativos. Aun asi, nos parece conveniente un tratamiento especifi-
C0, que ya se supone conseguido en cursos anteriores, pero que posiblemente requeria mayor pro-
fundizacion, debido a la dificultad que entrafia.

Segun lo dicho, si el profesor advierte que estos contenidos estan claros para sus alumnos,
debe eliminar la Unidad o reducirla en tiempo.

Un contexto adecuado para el estudio de la proporcionalidad, tanto directa como inversa, es el
de las funciones, y asi lo recoge esta programacion, ya que se supone que la proporcionalidad
numérica ha sido suficiente trabajada por los alumnos en cursos anteriores.

En referencia a la segunda Unidad planteamos que, aunque las estrategias generales de resolu-
cion de problemas han de estar presentes en todos los blogue de contenidos, nos parece necesario
un tratamiento especifico de las mismas, eligiendo para ello el contexto de la bisqueda y expresion
de propiedades, relaciones y regularidades numéricas, tratando de llegar a generalizaciones varias
qQue nos permitan enlazar con el lenguaje algebraico.

Secuencia: Unidades didacticas

UNIDAD TIEMPO
DIDACTICA TiTuLo DEDICADO
Fracciones, decimales y porcentajes. Interés. Aproxi- 9
18 macion y estimacion de cantidades. Errores. Reglas de i
¥ 3 uso de la calculadora. Notacion cientlfic?. il
92 Estrategias de resolucion de problemas aplicadas a 2
| conjuntos numéricos. | semanas

Numeros

y resolucion
de problemas
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Unidad 1

FRACCIONES, DECIMALES Y PORCENTAJES. INTERES. APROXIMACION Y ESTIMACION DE CANTI-
DADES. ERRORES. REGLAS DE USO DE LA CALCULADORA. NOTACION CIENTIFICA

Objetivos

Relacionar y utilizar adecuadamente fracciones, decimales y porcentajes, referidos a diversas
situaciones.

Realizar calculos con estos tipos de nimeros en la expresion que los haga mas sencillos y
aporte el grado de aproximacion necesario a la cuestion en estudio.

Decidir los métodos de calculo mas adecuados a cada caso: calculo mental, algoritmos con
lapiz y papel, calculadora, etc.

Saber calcular mentalmente algunos tantos por ciento.
Ordenar y representar en la recta numérica cantidades no enteras, sea cual sea su expresion.

Reconocer y utilizar la notacion cientifica para el tratamiento de nimeros grandes y peque-
fi0s.

Contenidos

Conceplos:

Distintas expresiones de las fracciones.

Fracciones, decimales y porcentajes. Operaciones y su jerarquia.
Aproximacion y estimacion de cantidades. Errores.

El nimero racional.

Reglas de uso de la calculadora cientifica. Notacion cientifica. Nimeros grandes y pequefios.

Procedimientos:

Utilizacion contextualizada de la fraccion como operador, como proporcion, como decimal y
porcentaje.

Célculo de operaciones con fracciones o decimales de la forma mas sencilla: paso de frac-
cion a decimal o viceversa, expresion de los datos en unidades mas adecuadas, etc.

Utilizacion de distintas formas de calculo: calculo mental, estimacion de resultados, algorit-
mos con lapiz y papel y calculadora, decidiendo el procedimiento mas adecuado en cada
caso, en funcion de su complejidad y de la exactitud requerida en los resultados.

Calculo del tanto por ciento de una cantidad dada, mentaimente en casos sencillos.
Dadas dos cantidades, calculo de qué tanto por ciento representa a una de la otra.

Ordenacion y representacion en la recta numérica de cantidades no enteras expresadas
como fraccion, decimal y porcentaje.
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— Célculo del margen de error en la aproximacion y estimacion de cantidades. Redondeo.
— Calculo de intereses, descuentos y recargos.

— Identificacion y andlisis de indices que aparecen con frecuencia en los medios de comunica-
cion.
— Manejo de la calculadora cientifica y conocimiento de sus reglas de uso.

— Utilizacién de la notacidn cientifica para numeros grandes y pequefios.

Actitudes:
— Preocupacion por elegir la expresion que mejor comunique el valor de una cantidad no entera.
— Reconocimiento de la importancia de la estimacion de cantidades.

— Valoracion del uso de la calculadora en las operaciones con nimeros.

Actividades

(*) La primera actividad que se debe plantear sirve para que los alumnos tomen contacto con
los niimeros no enteros (por primera vez en este curso) y como evaluacion inicial. Esto Gltimo
Se consigue si el profesor pide a cada alumno que la haga individualmente y exprese su trabajo por
escrito. A continuacion se tratara en pequefios grupos, y se recogeran sus conclusiones. Se realiza-
ra también algo parecido cuando se comience con las operaciones, a partir de actividades similares
a las que se proponen més adelante. Esta evaluacion inicial es clave para determinar el grado de
insistencia y el tiempo que se debe emplear en la Unidad.

A continuacion los alumnos deben buscar e interpretar las cantidades no enteras que aparecen
en diferentes periddicos y expresarlas de otra manera.

Una vez recogidos sus escritos, el profesor planteard las siguientes cuestiones:

— ¢Qué tanto por ciento de los anuncios estan dedicados a actividades culturales? ;Y a la venta de pisos?
— ;Cudl es el area del mayor anuncio de cine?

— ¢ Qué fraccion de la primera pagina esta dedicada a la cabecera (nombre) del peri6dico?

— ¢Hay algtn nimero decimal?

— ¢Por qué esa cantidad esta expresada por un nimero decimal?

— ¢Podrias dar otra expresién que comunique con la misma claridad y exactitud esa cantidad?

Cada alumno manejara un periodico distinto y hara comparaciones de los espacios dedicados a
Cultura, politica, educacion, sociedad, television, economia, etc.

(*) Este estudio individual se reflejara en un informe que se tendrd muy en cuenta en la eva-
luacién de la Unidad.

Para la realizacion de operaciones con nimeros no enteros, el profesor propondra problemas
sencillos con datos lo més reales posible y que los alumnos resolveran empleando la expresion mas
sencilla (sin entrar en aprender los algoritmos de las operaciones con fracciones, salvo en casos
muy simples), pasando a decimales y tomando el numero de cifras que el grado de aproximacion
del problema requiera. Seguin los casos, los calculos se efectuaran mentalmente, con l&piz y papel,
0 con calculadora.
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La utilizacion de barajas que emplean las fracciones, distintos tipos de dominds de fracciones,
decimales y porcentajes, tableros de diversos juegos numéricos, etc., son actividades que refuerzan
las operaciones con estos nimeros.

Los problemas relacionados con la medida plantean situaciones précticas que permiten trabajar
las operaciones con decimales:

Cuatro aulas de planta rectangular tienen una altura de 2,7 m y suelos de dimensiones 4,1 mx 52 m, 4,3 mx6m,
51mx5,65my 6,37 mx 7 m, respectivamente. ;Cuanto nos costara aproximadamente pintar las paredes y el
techo de estas aulas, si pintar un metro cuadrado cuesta 200 pesetas? ;A cuanto saldria pintar el metro cuadra-
do si el total hubiese sido 300.000 pesetas?

Es conveniente proponer problemas con mas cifras decimales para que los alumnos discutan
con cuantas de ellas es més adecuado trabajar, y el error que se comete. Por ejemplo, mediante
actividades en las que sea necesario tomar medidas:

¢Cuanto nos costaria forrar todos los libros de uso frecuente durante este curso con cierto papel que cuesta a 45
pesetas el metro cuadrado?

El célculo de perimetros y areas de las piezas del tangram pueden ser actividades de amplia-
cion. Segun las unidades que se elijan, pueden aparecer nimeros irracionales, sobre los cuales se
detendran los alumnos y trabajardn con aproximaciones adecuadas, controlando el grado de error
cometido.

(*) Cuando se hayan trabajado cierto tiempo estos aspectos del tema, el profesor recogera los
cuadernos de algunos alumnos y hara una pequefa prueba escrita con una o dos actividades simi-
lares a las anteriores.

Para seguir insistiendo en el uso de porcentajes, pueden plantearse problemas de rebajas en los
precios, calculo del IVA, de intereses, etc. Por ejemplo:

Queremos ingresar en un banco cierta cantidad de dinero durante un afio. ;Qué nos interesa més: ponerla al
10% de interés anual, que se cobra al final del afio, o al 5% percibido al final de cada mes?

Para el uso de la notacidn cientifica, después de trabajar con potencias de 10, se propondran
problemas con nimeros muy grandes y muy pequerios. Por ejemplo:

;Cudntos segundos has vivido hasta este momento?

(*) Al finalizar el tema, se realizara una prueba escrita con problemas andlogos a los trabajados
en la que los procedimientos seran muy tenidos en cuenta ademas de la comprension de los con-
ceptos y una actitud positiva hacia los nimeros. Toda la informacion recogida a lo largo de la Uni-
dad serd también decisiva para su evaluacion.

Recursos

Libros:
— CERO, GRUPO. De 12 a 16. Un proyecto de curriculum de matematicas. Valencia, Mestral. 1985.
— CERO, GRUPO. Matemadticas de Bachillerato. Curso 1. Barcelona, Teide. 1985.

Materiales manipulables:
— Barajas, dominds y tableros. Tangram.
— Calculadoras.




Videos diddcticos:

— Investigaciones Matemdticas 10 (apartado dedicado a nimeros). BBC Enterprises. Distribui-
dora, International Education Training Enterprises S. A.

Unidad 2

ESTRATEGIAS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS APLICADAS A CONJUNTOS NUMERICOS

Objetivos

— Resolver problemas numéricos sencillos, que requieran pocos conceptos matematicos y no
habituales para los alumnos.

— Conocer y utilizar un conjunto de estrategias especificas, de resolucion de problemas. Se
hard mayor hincapié en:

* Descubrir regularidades en series numéricas mediante la percepcion de alguna caracte-
ristica de los nimeros, una operacion entre ellos, una ley numerica de formacion, o
construcciones geométricas que tengan una traduccion numérica sencilla.

* (Obtener generalizaciones a partir de casos particulares.

* Reflexionar, discutir y explicar oralmente y por escrito sus aproximaciones al problema y
sus descubrimientos.

Contenidos

Algunas estrategias generales de resolucion de problemas referidos a la blisqueda y expresion
de propiedades, relaciones y regularidades numéricas.

Procedimientos:
— Formulacién verbal de problemas numéricos y algebraicos.

— Lectura comprensiva del enunciado de un problema y reescritura del mismo con las palabras
del propio alumno, especificando en qué consiste y qué datos hay que tener en cuenta.

— Observacion de una lista de estrategias que deben seguirse en la resolucion de problemas:
* Buscar algunos casos sencillos.
¢ Hacer un dibujo, un diagrama o una tabla.
* (Qrganizar y hacer recuentos sistematicamente.
* Decidir qué pautas son las mas adecuadas.
* Hacerse un plan.
* Buscar una regla general.
* \olver atras:
- Comprobar la regla encontrada metodicamente.
- Explicar su funcionamiento y justificarla en casos sencillos.
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— Reconocimiento e identificacion de la regularidad, la configuracion, la diferencia, la relacion,
etc., de una serie numérica dada.

— Exposicion oral de la regularidad descubierta, tratando de lograr precision en el lenguaje.
— Expresion escrita de la misma, buscando la mayor concision posible.

— Simbolizacion de la regla general hasta conseguir una expresion adecuada.

Actitudes:
— Confianza en las propias capacidades para la resolucién de problemas.

— Ser sistematico en la blisqueda de casos particulares, en los recuentos que se realicen y en
la comprobacion de reglas.

— Valoracion y respeto de los puntos de vista de los demas, del camino seguido por otros en la
resolucion de un problema y de sus conclusiones.
Actividades

El profesor distribuiré una coleccion de 3 6 4 problemas sencillos, con los que se pretende
ensefar algunas estrategias para resolverlos. Las estrategias se entregaran por escrito junto con los
enunciados y se explicardn de modo que sirvan de guia para su resolucion.

Los alumnos, organizados en pequefos grupos expresaran por escrito todo el proceso seguido
para entregarselo posteriormente al profesor.

(*) Estos trabajos y otros posteriores serdn una de las fuentes de informacion para la evalua-
cion.

Algunos de estos problemas pueden ser:
— Dado un dodecéagono regular, cuantas diagonales tiene?

— ¢Cuantos partidos de baloncesto se pueden organizar con 15 equipos de modo que cada uno de ellos juegue
dos veces con cada uno de los otros?

Después del trabajo en grupos, se trasladara la discusion a toda la clase, anotando en la pizarra,
en una tabla, las observaciones de los alumnos.

En sesiones posteriores, se entregara a los alumnos individualmente otra pequefia coleccion de
problemas algo mas complejos, sin la guia de estrategias anterior. El profesor ird sugiriéndolas, en
caso necesario, a aquellos alumnos que estén «atascados» en un momento dado. El trabajo indivi-
dual se pondra luego en comun en pequefio y gran grupo, y se entregard al profesor un informe que
recoja las conclusiones.

Algunas propuestas:

a) Se presenta el dibujo de un castillo de naipes concreto de 4 pisos. Se pide el nimero de cartas de 10,50 y n
pisos.

b) Con una fotografia de 3 cuadrados en linea cuyos lados son palillos, se pregunta: ;Cuantos palillos tendra una
filade 7, 100 y n palillos, respectivamente?

c¢) Algunos juegos de estrategias. Por ejemplo: el juego del Nim.




ﬁ Juego del Nim

Es un juego para dos jugadores. Se colocan arbitrariamente un conjunto de fichas en dos grupos. Cada juga-
dor, por turnos, puede retirar tantas fichas como desea de un sélo montén. Si quiere, puede retirar todas las
fichas de un montén, pero debe coger al menos una.

Gana el jugador que retira la tltima ficha.

La actividad consiste en encontrar una estrategia ganadora.

Después se harén algunas modificaciones en el juego y se analizard la nueva version.

' Se pondra mucho énfasis en todo momento en la expresion oral y escrita, no sélo de las opera-
clones y soluciones del problema, sino de todo el proceso sequido.

(*) Al término de la Unidad, se planteara individualmente un problema de caracteristicas analogas
alos anteriores y con apartados de diverso grado de dificultad. Por ejemplo, «la escaladax:

/\ La Escalada \

Mgta
L] .
{ ]
Es un juego para dos personas. Se colo- . .
ca una ficha en el punto marcado como sali- g
day, por turnos, los jugadores van despla-
zando hacia arriba la ficha segin las 5 ¥
siguientes reglas: en cada turno sélo se pue- H
de mover la ficha a un punto adyacente y . 4
mas alto que la posicidn que ocupe en ese ¥
momento. El primer jugador que coloque la 4 g
ficha en el punto sefialado como «meta» i
gana. Salida

igsuog, o 9y

1. Este diagrama muestra el principio de una Meta
partida, jugada ente Sara y Pablo. 3 > £
Los movimientos de Sara vienen marcados .
por una flecha continua. Los de Pablo por una fle- . .
cha punteada. Es el turno de Sara. Tiene dos .
movimientos posibles. Uno de ellos le asegura a . v
ella fa victoria, pero el otro se la puede asegurar a s
Pablo. ;Cual? {' .
2. Si el juego comienza desde el principio y !
Sara mueve la primera, puede conseguir ganar " T 3
siempre si juega correctamente. Explica cémo a
deberfa jugar Sara para estar segura de ganar. Salida
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(*) La evaluacion se har de acuerdo a un esquema de calificacion, conocido previamente por
los alumnos, en los que se valorardn de un modo predeterminado y se tendran en cuenta los
siguientes aspectos:

1. Comprensidn del problema.

2. Organizacion sistematica de la informacion.

3. Descripcion y explicacion de las estrategias empleadas y de las soluciones obtenidas.
4. Formulacion verbal o algebraica de la regla general obtenida.

Se recomienda la lectura del libro Problems with patterns and numbers, del Shell Centre for Ma-
thematical Education, en el cual aparecen descritos detalladamente la guia de estrategias, algunos
de los problemas presentados en la Unidad y el esquema de calificacion.

Recursos

Libros:

— VARIOS: Problems with patterns and numbers. England, Joint Matriculation Borad y Shell Center
for Mathematical Education.

— MASON, J.; BARTON, L.; STACEY, K. Pensar matemdticamente. Barcelona, Labor y MEC. 1989.
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Algebra

La mayoria de los contenidos algebraicos que debe haber adquirido un alumno al término de la
Educacion Secundaria Obligatoria no forman un bloque que debe ser explicado aisladamente, sino
que el digebra debe estar presente a lo largo de todo el programa siempre que sea necesario resol-
ver una ecuacion o manipular una expresion literal. Este tratamiento proporciona sentido a las expre-
siones literales y pone de manifiesto la necesidad del aprendizaje de las técnicas algebraicas.

Teniendo muy presente lo anterior proponemos, sin embargo, dos unidades para el estudio del
algebra en este curso: resolucion de ecuaciones de segundo grado y sistemas lineales de ecuacio-
nes. El incluir estas dos unidades se debe a que los algoritmos de resolucion de ambas situaciones
son lo suficientemente complejos como para centrar nuestra atencion en ellos.

Para no caer en un estudio descontextualizado, las actividades que se propongan deben hacer
referencia a situaciones reales que el alumno pueda interpretar, de manera que la solucion de las
gcuaciones sea necesaria y tenga sentido.

En la Unidad didactica dedicada a la ecuacion de segundo grado se incluye el estudio de un
namero irracional: el nimero dureo. Con la actividad que se propone, se trata de que los alumnos
amplien el conjunto de nimeros irracionales que conocen (m, /2, V3, ...) partiendo de una situa-
cion concreta (resolucién de un problema) y en uno de los contextos en los que surgen los nimeros
irracionales: la resolucion de ecuaciones.

Se puede pensar que algunos de los contenidos y objetivos expresados en estas unidades son
propios de cursos anteriores, pero dada su dificultad creemos que deben ser tratados en toda la etapa.

También hay que tener en cuenta que los alumnos que anticipan 4° de ESO han cursado estu-
dios de EGB, por lo que es posible que el profesor advierta que conocen y aplican correctamente el




algoritmo de resolucion de la ecuacion de 2° grado completa. En este caso se pondrd mas enfasis y
se dedicara més tiempo al estudio de métodos numéricos y graficos de resolucidn, relacionandolos
con la expresion algebraica.

Por el contrario, si los alumnos hubieran cursado los tres primeros cursos de ESO, los métodos
numéricos y graficos de resolucion deben estudiarse en 3° y el método algebraico en 4°.

Secuencia: Unidades didacticas

_ UNIDAD TIEMPO
DIDACTICA TiTuLO DEDICADO
v Sisteras de ecuaciones lineales. 2
3 Resolucion grafica y algebraica. semanas
42 Ecuacion de 2° grado. Resolucion gr;ﬁca y algebraica ;
1 ¥ semanas
Unidad 3
L SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. RESOLUCION GRAFICA Y ALGEBRAICA J
Objetivos

— Simbolizar cantidades mediante letras.

— Generalizar situaciones numéricas que siguen una determinada regla. Expresar regularida-
des mediante formulas.

— Traducir enunciados verbales con dos cantidades desconocidas a un sistema de dos ecua-
ciones.

— Resolver un sistema de ecuaciones de forma aproximada utilizando métodos gréficos.

— Conocer algun algoritmo de resolucion algebraica de sistemas de ecuaciones.

Contenidos

Conceptos:
— Ecuacion e incognita. Ecuaciones equivalentes.
— Sistema de ecuaciones.
— Soluci6n de un sistema de ecuaciones. Nimero de soluciones de un sistema.

— Sistemas equivalentes.

Procedimientos:

— Interpretacion de un sistema de ecuaciones.
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— Traduccidn de un enunciado verbal a un sistema de ecuaciones y viceversa.
— Interpretacion grafica de una ecuacion con dos incognitas.

— Resolucién gréfica de sistemas.

— Interpretacion de las coordenadas del punto de corte de dos rectas.

— Reconocimiento de sistemas equivalentes.

— Estudio gréfico del nimero de soluciones de un sistema.

— CGaleulo de las soluciones de un sistema utilizando el método de igualacion, reduccion y sus-
titucion.

— Interpretacion de las soluciones de un sistema: descripcion de su significado en el contexto
del problema.

Actitudes:

— Valoracion de la precision y utilidad del algebra para comunicar o resolver distintas situacio-
nes.

— Interés por resolver problemas de regularidades.

— Perseverancia en la blisqueda de soluciones de un sistema.

Actividades

Como ya hemos mencionado en la introduccidn, los sistemas que el alumno resuelva deben ser
planteados por &l mismo para dar respuesta y solucion a un problema real. Asi, también se consi-
gue que el alumno no se olvide de calcular una de las soluciones cuando ya ha encontrado la otra.

Inicialmente los alumnos resolveran un problema en el que intervengan dos cantidades desco-
nocidas en dos situaciones distintas. A continuacion se propone un ejemplo y el proceso que se
debe sequir.

Ejemplo:

Un grupo de alumnos quiere alquilar un autocar para realizar un viaje. Acuden a varias empresas para encontrar
el mejor precio y tienen duda entre dos de ellas: la empresa «Bienosllevas les cobrara 30 pesetas por km recorrido y

la empresa «Todoterreno» una cantidad fija de 2.000 pesetas, més 20 pesetas por km. ;Qué empresa les interesa
mas?

Proceso:
—  Los alumnos deben formular hipdtesis y justificarlas.

— Después deben construir una tabla de valores para cada empresa, «traducir a ecuaciones» la situacion y contes-
tar la siguiente pregunta: ;Cuantos km deberian recorrer para que ambas empresas cobrasen lo mismo? De nue-
vo los alumnos deben estimar este valor.

— Representardn graficamente los valores obtenidos en las tablas e interpretarn el punto de corte de las dos rec-
tas. ¢Cudntos km deberfan recorrer para que la primera empresa fuese més rentable? .Y para que lo fuese la
segunda?

Posteriormente, el profesor planteard un sistema que no tenga soluciones, describiendo coémo
son las ecuaciones y qué ocurre con la representacion grafica. Por ejemplo:




En su biisqueda, nuestros alumnos encontraron la empresa «Queostimo», que cobraba 25.000 pesetas, mas 30
pesetas por km, que olvidaron rapidamente. ;Por qué? ,Como se expresa la relacion km-precio en una ecuacion?
Compérala con la empresa «Bienosllevas: ;Qué ocurre? ¢Hay alguna distancia para la que las dos empresas cobren
lo mismo? ;Como serdn las rectas si representamos las relaciones de ambas empresas? Dibjalo.

(*) En este momento se puede realizar una prueba oral que consista en presentar, en una trans-
parencia, enunciados que se corresponden con sistemas y distintas representaciones graficas en
las que estaran marcados los valores de las soluciones. Pediremos a los alumnos que asocien a
cada enunciado una representacion justificando el porqué de su eleccion.

Una vez que el alumno ha resuelto graficamente el sistema, la actividad se presta a que el alum-
no emplee el método de igualacion para hallar la solucion exacta. Posteriormente se iran planteando
sistemas en los que el alumno deba despejar la misma incognita de las dos ecuaciones para poder
igualar.

El método de sustitucion tiene el mismo fundamento que el de igualacion. Lo interesante de este
método es que sirve para resolver sistemas de ecuaciones de cualquier tipo, por ello puede resultar
interesante que los alumnos lo conozcan. También sirve para reforzar el concepto de sistema y de
sus soluciones. Inicialmente se plantearan sistemas en los que la sustitucion de una de las incogni-
tas sea evidente, por ejemplo:

En una tribu africana se utilizan cocos como trueque por otros objetos. Sabemos que por 2 lanzas y 10 flechas
han dado 60 cocos y por 11anza y 20 flechas, 75 cocos. ;Cuéntos cocos truecan por una sola lanza y una sola flecha?

Para introducir el método de sustitucion se plantearan por ejemplo la siguiente situacion:

Un refresco y 2 bocadillos cuestan 350 pesetas, 4 refrescos y 3 bacadillos cuestan 1.005 pesetas. ¢Cudnto cues-
tan 2 refrescos y 4 bocadillos? ;Y 5 refrescos y 5 bocadillos?

Preguntas de este estilo sirven para introducir el concepto de combinacion lineal de ecuaciones.
Por tiltimo, los alumnos obtendrén el precio de un refresco y de un bocadillo.

Se realizara seguidamente el mismo tipo de ejercicio, pero expresado algebraicamente. Es
importante que los alumnos escriban primero en lenguaje cotidiano qué operaciones realizan. Para
un andlisis més detallado de este tipo de actividades se recomienda la lectura del libro /deas y activi-
dades para enseriar Algebra, del Grupo Azarquiel (ver Recursos en esta Unidad).

(*) Al finalizar el tema se realizaré una prueba escrita en la que el alumno debera resolver grafi-
ca y algebraicamente un sistema y se le pedird que escriba un enunciado que dé lugar a un sistema
sin soluciones.

Recursos

Libros:

— AZARQUIEL, GRUPO: Ideas y actividades para enseniar digebra. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas:
cultura y aprendizaje. nam. 33. 1991.

Videos:

— Donald en el pais de las matemdgicas. Walt Disney. Distribuidora, Filmayer video.
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Unidad 4

ECUACION DE 2° GRADO. RESOLUGION GRAFICA Y ALGEBRAICA

Objetivos
— Traducir a lenguaje algebraico problemas expresados en lenguaje cotidiano.

— Representar graficamente una funcion de 2° grado teniendo el enunciado verbal, tabla de
valores o expresion algebraica.

— Resolver aproximadamente una ecuacion de 2° grado a partir de la grafica asociada.
— Resolver algebraicamente la ecuacion de 2° grado.

— Conocer el niimero dureo y el contexto histérico en el que surgio. Comprender que este
numero es irracional,

Contenidos

Conceptos:
— Ecuacion de 2° grado.
— Solucién de una ecuacién. Nimero de soluciones.
— Algoritmo de resolucion de la ecuacién de 2° grado.

— Numero irracional.

Procedimientos:
— Utilizacion del lenguaje algebraico para expresar situaciones.

— Representacin gréfica de una ecuacion de 2° grado. Utilizacién de la gréafica para el calculo
aproximado de soluciones.

— Utilizacion de métodos numéricos y por tanteo para encontrar soluciones aproximadas.
— Resolucion algebraica de ecuaciones de 2° grado incompletas.

— Utilizacion del método de completar cuadrado para resolver ecuaciones concretas de 2°
grado.

— Célculo de las soluciones a través de la formula.
— Interpretacion de los coeficientes en el sentido de saber el nimero de soluciones.
— Comprobacion de las soluciones.

— Resolucion de la ecuacion x = 1 + 1/x.

Actitudes:

Las mismas de la Unidad anterior.




Actividades

La primera actividad parte de un enunciado verbal que el alumno debe traducir a una ecuacion
de 2° grado.

Ejemplo:

Queremos hacer un marco para un cuadro de forma rectangular, que tiene una superficie de 600 cm’. Para ello
disponemos de un listén de madera de 10 cm y no queremos desperdiciar ninglin trozo de madera. ;De qué longitud
han de ser los frozos que debemos cortar?

Proceso:
— Planteamiento de la ecuacion y estimacion del resultado.

— Elaboracion de una tabla, que después de representar graficamente los valores servird para hallar una solucion
aproximada.

— Significado de los puntos de corte de la gréfica con el eje de abscisas. Se frata de buscar el reconocimiento de
que uno de ellos es la solucion del problema y el otro es solucién de la ecuacion, pero no del problema.

A continuacion el profesor planteara situaciones que conduzcan a ecuaciones de 2° grado
incompletas y pedira una solucion exacta que deben encontrar utilizando métodos algebraicos. Es
conveniente incluir ecuaciones con 0, 1y 2 soluciones. No es necesario que los alumnos escriban
la solucion de forma algebraica.

Cuando se hayan resuelto varios ejercicios como los anteriores, el profesor retomara el proble-
ma inicial pidiendo una solucion exacta. La siguiente pregunta busca que los alumnos se den cuen-
ta de que la ecuacion de 2° grado completa no se puede resolver como las anteriores: ;Se pueden
realizar las mismas operaciones que en los casos anteriores? ;Por qué?

Después, explicara que hay un método que permite despejar la incognita en estos casos y guia-
ra a los alumnos en el proceso de completar cuadrados, con este problema particular y con otros
similares. Los métodos geométricos pueden facilitar la comprension de este proceso.

Por (ltimo, el profesor explicara que siguiendo el mismo procedimiento con la expresion general
de la ecuacion de 2° grado ax’+bx+c=0 se llega a que las raices son:

-b+\b - dac

2a

X =

Sefialara cudl es el discriminante y preguntara como influye su signo en el nimero de solucio-
nes de la ecuacion.

Los alumnos aplicaran esta formula en distintas situaciones, entre las que se deben encontrar
casos de 0, 1y 2 soluciones, y las interpretara gréaficamente.

En la introduccion de este tema se explica el porque del estudio del nimero dureo. Para presen-
tarlo el profesor relatara brevemente las caracteristicas de la escuela pitagdrica, su preocupacion
por los nimeros y la importancia de su emblema: el pentdgono estrellado. Se recomienda el visio-
nado del video Donald en el pais de las matemdgicas como complemento de estas explicaciones.

Aungue los griegos encontraron el nimero dureo a partir de la relacion entre la diagonal y el
lado de un pentagono regular, se podria proponer su obtencién mediante la bisqueda de un rectan-
gulo de proporciones aureas.
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El profesor explicara la siguiente situacion:

En un rectangulo dibujamos un cuadrado de manera que su lado coincide con el lado menor del rectangulo.
¢Qué dimensiones debe tener el rectdngulo original para que el rectdngulo que queda tenga sus mismas proporcio-
nes? Para hacerlo ain més sencillo, se le dird que el lado menor del rectangulo mide una unidad.

Los alumnos deben plantear y resolver la ecuacion. Una vez hecho esto el profesor explicard que

1+\(§
2

€s un numero irracional que tuvo gran importancia en la matematica griega y en el arte.

(*) Laprueba escrita de evaluacion consistira en:

— La resolucion algebraica y gréfica de una ecuacion de 2° grado que los alumnos deben
plantear a partir de una situacion concreta. Si conocen el volumen del ortoedro el problema
puede ser el siguiente: Hemos pedido que nos hagan 4 cajas de metal (sin tapa) de una altu-
ra de 5 cmy que tengan un volumen de 500 cm®. Nos explican que las haran, en una sola
pieza, a partir de una plancha de metal cuadrada a la que recortardn en cada esquina un

cuadrado de 5 cm de lado. El precio por cm? de la plancha es de 50 pesetas. ;Cuanto nos
costardn las cuatro cajas?

— La asociacion entre la expresion algebraica de ecuaciones de 2° grado incompletas y repre-
sentaciones gréficas en las que se marquen los valores de las soluciones.

(*) Para completar la evaluacion de la unidad los alumnos realizaran una investigacion sobre las
proporciones 4ureas en algunas obras de arte. Algunos de los trabajos se expondran en clase.

Recursos

Ver recursos de la Unidad 3.

Transforma-
ciones
geometricas
en el plano

y razones
trigonométricas
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Con la primera Unidad se pretende un acercamiento intuitivo a los movimientos en el plano
partiendo del estudio de mosaicos, a la vez que se inicia a los alumnos en la terminologia utilizada
por los matematicos para cada uno de estos movimientos y se busca precision en la utilizacion de
sus elementos basicos.

El hecho de trabajar los movimientos en el plano de este modo favorece las experiencias visua-
les, estéticas y «manipulativas» sobre las cuales fundamentar las actividades y abstracciones poste-
riores. La buisqueda del centro y dngulo de un giro, el eje de una simetria axial y el vector de una
traslacion, seran tareas a llevar a cabo. Se pueden hallar también, como actividad de ampliacion, las
coordenadas de algun punto significativo de la figura en movimiento, antes y después de su aplica-
cion. Lo que no se hara, en ningun caso, es un tratamiento analitico del tema. Se trabajara, ademas,
con composiciones sencillas de dos movimientos y se construiran mosaicos a partir del disefio de
un motivo minimo que cumpla determinadas condiciones sencillas.

Con respecto a la segunda Unidad, se parte de la base de que la semejanza ya ha sido trabaja-
da al menos en el curso anterior, por lo que no se le dedicard mucho tiempo a estos contenidos. Es
conveniente construir figuras, principalmente tridngulos, con el pantégrafo y presentarlas como figu-
ras homotéticas, identificando el centro y razén de homotecia, y relacionar las propiedades comu-
nes de estas transformaciones geométricas con las de los movimientos en el plano: conservacion o
no de longitudes, reas y angulos.




Partir de la semejanza de triangulos favorece la introduccion de las razones trigonométricas y su
utilidad para conseguir medidas reales que requeririan un gran esfuerzo si tuvieran que realizarse
sobre el terreno.

Aunque hemos elegido este enfoque para su tratamiento, es conveniente que el alumno sepa
que la trigonometria surgid para satisfacer las necesidades de la astronomia y més tarde, de la car-
tografia, la artillerfa, etc., y que en la actualidad es un instrumento fundamental para la exploracion
de las vibraciones y movimientos periddicos que aparecen cotidianamente en la naturaleza.

Secuencia: Unidades didacticas

UNIDAD TIEMPO
DIDACTICA TiTuLo DEDICADO
5 Movimientos en el plano: traslaciones, giros y sime- 2
trias axiales. Composicion de movimientos. semanas
Semejanza y homotecnia. Razones trigonomeétricas en
6° un tridngulo rectangulo. 2
Ténicas de resolucion de triangulos rectdngulos semanas
Unidad 5

\ MOVIMIENTOS EN EL PLANO

Objetivos

— Descubrir en la naturaleza y en el arte ciertas transformaciones geométricas y cultivar el gus-
to por la belleza de las formas geométricas y en particular de los mosaicos.

— Conocer cuando uno o varios poligonos regulares pueden recubrir el plano.

— |dentificar el elemento minimo de un mosaico y los giros, traslaciones y/o simetrias con o
sin deslizamiento, que existan en él.

— Reconocer el centro y el angulo de giro, el eje de simetria o el vector de traslacion en cada
caso.

— Construir mosaicos mediante el disefio de elementos minimos que cumplan determinadas
condiciones.

Contenidos

Conceptos:
— Poligonos regulares que recubran el plano.
— Traslaciones. Vector de traslacion. Traslaciones con deslizamiento.
— (Giros. Centro y angulo orientado de giro.
— Simetrias axiales. Eje de simetria.

— Composicion de movimientos.
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Procedimientos:
— Estudio de recubrimientos del plano que aparecen en el arte y en la naturaleza.
— Identificacion del elemento minimo de un mosaico.
— Reconocimiento de que una figura se obtiene de otra mediante:
* Una traslacion; identificando el vector correspondiente.
* Un giro; identificando el centro, angulo y sentido del giro.

* Una simetria axial; identificando el eje y distinguiendo que, aunque la figura resultante
esta contenida en el plano, el movimiento, en si mismo, se «sale» de él.

* Una simetria axial con deslizamiento.
— Comparacion de la idea de mediatriz con la de eje de simetria.
— Relacion entre giro y simetria con el plegado de papel.

— Andlisis de las propiedades comunes de la figura que se obtiene mediante un movimiento y
de la figura de la que se parte.

— Construccion de mosaicos mediante el disefio de un elemento minimo.

— Obtencion de una figura a partir de otra, mediante la composicion de dos movimientos, y
reconocimiento de los mismos en casos sencillos dada una figura y su transformada.

— Descomposicion de un giro en dos simetrias axiales.

Actitudes:

— Gusto por la belleza de las formas geométricas que aparecen en la naturaleza, en el arte y en
la vida cotidiana y por la observacion de regularidades en los mosaicos.

— Interés por construir mosaicos disefiados por uno mismo o un grupo de comparieros.

— Curiosidad por reconocer los movimientos que transforman unas figuras en otras y por
encontrar sus elementos basicos.

Actividades

(*) Para la comprension de esta Unidad se requiere el conocimiento previo de la medida de los
angulos de los poligonos regulares, tanto centrales como el que definen dos lados consecutivos.
También se debe conocer el concepto de mediatriz de un segmento y su construccion. Es, por tan-
to, conveniente realizar alguna actividad de evaluacién inicial de estos aspectos y reforzarlos en
Caso necesario.

Como presentacion de la Unidad pueden mostrarse mosaicos ya construidos por medio de dia-
positivas, transparencias ylo videos. El profesor propondré la blisqueda del elemento minimo a par-
tir del cual puede obtenerse todo el mosaico en cuestion, debatiendo las distintas propuestas que se
formulen.

A continuacion se propone la siguiente actividad para realizar en pequefios grupos:
¢Con qué poligonos regulares, solos o combinados, puede recubrirse el plano y con cuales no?

De esta forma se obtienen los mosaicos regulares y semirregulares.
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En los parrafos siguientes se describe una secuencia de tipos de actividades sin hacer refe-
rencia a mosaicos concretos. El profesor debera elegirlos y organizar el trabajo de la manera que
crea mas conveniente: transparencias, fotocopias, etc.

— Reconocimiento de giros, traslaciones y simetrias axiales con o sin deslizamiento y sus ele-
mentos basicos, mediante la utilizacion de mosaicos en los que, a partir de la identificacion
del elemento minimo, pueda obtenerse el resto aplicando un solo movimiento a dicha figura.
Este es el momento de dar una definicion sencilla de vector para el caso de las traslaciones.

— Trabajo con mosaicos en los que aparezca mas de un movimiento, para que los alumnos los
identifiquen, asi como sus elementos basicos.

— Relacién entre giros y simetrias con plegado de papel, por una parte y entre el eje de una
simetria axial con la mediatriz de un segmento por otra.

(*) Es un buen momento para recoger los trabajos realizados individualmente por los alumnos
y revisar algunos de sus cuadernos. Esto nos dara la informacion necesaria para insistir en aspectos
no asimilados antes de seguir profundizando en otros.

— Andlisis de propiedades comunes a una figura antes y después de aplicarle cualquiera de
estos movimientos: conservacion o no de medidas de longitudes, areas y angulos.

— Estudio de composiciones sencillas de dos movimientos del mismo o de distinto tipo con
actividades similares a las planteadas hasta el momento.

Como actividad de ampliacion para alumnos que dominen la representacion de puntos en el
plano a partir de unos ejes de referencia, se puede plantear:

— Superponer a los mosaicos estudiados una transparencia con una trama cuadriculada y ele-
gir unos ejes coordenados, para asignar comodamente (tomando evidentemente una unidad
adecuada a la trama) coordenadas a puntos de interes de las figuras y establecer relaciones
sencillas entre ellos.

(*) Finalmente, se propondra la construccion de un mosaico disefiado en pequeos grupos,
teniendo en cuenta algunas pautas presentadas por el profesor, y tendiendo a buscar cierta originali-
dad y belleza en el mosaico resultante.

Estos trabajos se entregaran para su evaluacion, cuidando su presentacion y acomparados de
hoja aclaratoria de los pasos realizados para la obtencion del elemento minimo y los movimientos
que se le han aplicado. Seria estimulante para los alumnos que sus disefios fueran expuestos en la
clase o en el centro segun los resultados obtenidos.

Las pautas antes mencionadas se refieren a una serie de esquemas o reglas que Escher redac-
td y que se consideran aplicables a los disefios de los artesanos arabes.

Consisten en obtener el elemento minimo del mosaico aplicando traslaciones, giros o simetrias
a trozos recortados de un poligono determinado de los que recubren el plano.

Para obtener mayor informacion, se recomienda la lectura del libro Tramas geométricas en la
decoracion ceramica de la Alhambra, de M? T. Pérez y P. Nestares (ver Recursos en esta Unidad).

(*) En la prueba final, se ftratard de valorar si los alumnos han identificado los distintos movi-
mientos, composiciones sencillas de los mismos y sus elementos basicos; y de si los aplican a cier-
tas figuras dadas, mediante actividades de evaluacion similares a las propuestas.
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Recursos

Libros:

— ALSINA, C; PERezZ, R.; Ruiz, C. Simetria dindmica. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y
aprendizaje. nim. 13. 1989.

— FIELKER, D. Rompiendo las cadenas de Euclides. Madrid, MEC. Col. Documentos y propuestas
de trabajo. 1987.

— PEREZ, M? T.; NESTARES, P. Tramas geomeétricas en la decoracion cerdmica de la Alhambra.
— PEREZ, R. Alicatados de la Alhambra. Granada, Proyecto Sur. 1990.

Videos:

— Escher. Geometria y mundos imposibles. Mare Nostrum.
— Mosaicos de la Alhambra.

— Simetria y espacio. Distribuidora: Mare Nostrum.

— Transformaciones geometricas. Enunciado de Thales. CNDP. Distribuidora: Mare Nostrum.

Materiales manipulables:
— Transparencias y dispositivas sobre mosaicos.
— Acetatos y rotuladores permanentes.
— Tramas cuadradas e isomeétricas.
— Transportador de angulos.

— Regla y compas.

Unidad 6

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Objetivos

— Reconocer tridngulos semejantes y calcular el factor de proporcionalidad existente entre sus
lados.

— Conocer y dar significado a los criterios de semejanza de triangulos y, en particular, de trian-
gulos rectangulos.

— Construir homotecias que relacionen triangulos semejantes dados por parejas. Relacionar
razon de homotecia y semejanza.

— Comparar las similitudes y diferencias entre las propiedades comunes de la semejanza y
homotecia y las de los movimientos en el plano.

— Definir y calcular las razones trigonométricas en un tridngulo rectangulo.




— Utilizar las funciones especificas de la calculadora cientifica para obtener las razones trigo-
nometricas de un angulo dado y viceversa.

— Conocer y valorar la utilidad de las razones trigonométricas y de algunos aparatos de medi-
da para resolver tridngulos rectangulos y obtener mediciones indirectas.

Contenidos

Conceptos:
— Semejanza de triangulos. Razdn y criterios de semejanza de tridngulos.
— Homotecias. Razon y centro de una homotecia.
— Razones trigonométricas.

— Algunas relaciones sencillas entre las razones trigonométricas.

Procedimientos:

— |dentificacion de tridngulos semejantes y calculo del factor o razon de semejanza, en un con-
junto dado de tridngulos.

— (Obtencion de criterios de semejanza de tridngulos y, en particular, de tridangulos rectangulos.

— Construccion de la homotecia que transforma, dados dos tridngulos semejantes, uno en el
otro. Razon y centro de homotecia.

— Comparacion entre las propiedades comunes de semejanzas y homotecias, con las de los
movimientos en el plano, sefalando similitudes y diferencias en cuanto a conservacion o no
de medidas de dngulos, longitudes y éreas.

— Resolucidn de tridngulos en casos sencillos a partir de ciertos datos conocidos en otro trin-
gulo semejante al primero.

— Basqueda de la relacion entre los dos catetos de varios tridngulos rectangulos semejantes.
Concepto de tangente de un angulo agudo.

— Utilizacién de la tangente para la obtencion de medidas inaccesibles.
— Obtencion de otras relaciones entre los lados de un tridngulo rectangulo: seno y coseno.
— Obtencion de algunas relaciones sencillas entre las razones trigonométricas estudiadas.

— Utilizacion de técnicas de resolucion de triangulos rectingulos aplicadas a la obtencion de
mediciones indirectas.

Actitudes:

— Gusto por la precision al efectuar medidas y por la representacion cuidada de triangulos
semejantes.

— Curiosidad e interés por establecer similitudes y diferencias entre las propiedades de la
semejanza y los movimientos en el plano.

— Valoracion de la utilidad de la calculadora cientifica y de algunos instrumentos de medida
para resolver cierto tipo de problemas de la vida cotidiana.
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Actividades

(*) La semejanza de tridngulos, asi como la medida de angulos, han de ser conocimientos ya
adquiridos por los alumnos. Concretamente, la medida de dngulos acaba de trabajarse en la unidad
anterior. La evaluacion inicial se centrara por lo tanto en actividades sobre semejanza de triangulos
y, en particular, de triangulos rectangulos. Por ejemplo:

— Dado un conjunto numeroso de tridngulos, asociar los que son semejantes entre si y calcular en cada caso la
razon de semejanza.

— Pedir, ademas, que expresen por escrito qué caracteristicas especificas tienen estos tridngulos.
— Dado un triangulo cualquiera, construir varios semejantes al dado con razon 2, 3y 1/4

Del resultado de esta evaluacién dependera, como tantas veces se sugiere a lo largo de esta pro-
gramacion, detenerse mas o menos en los contenidos referentes a la semejanza. En cualquier caso,
es conveniente cierto tratamiento de la misma, para no descontextualizar el estudio de las razones
trigonométricas. Pueden plantearse actividades de utilizacion del pantdgrafo o el compas de dos
puntas para dibujar triangulos y otras figuras semejantes. Construccion de homotecias sefialando la
razon y el centro relacionandolas con la semejanza. También es interesante el establecimiento de
similitudes y diferencias entre éstas y los movimientos en el plano.

A continuacion se planteardn actividades de medidas reales de lugares inaccesibles como:
— Laaltura de una torre 0 un arbol, 0 la anchura de un rio.

— Laaltura que ha alcanzado un vehiculo que circula por una carretera con un desnivel del 11% cuando ha recorri-
do 100 km.

— Larelacion que existe entre |a altura de algunos edificios de una ciudad o un pueblo y la anchura de sus calles.

Para la realizacion de algunas de estas actividades es conveniente la utilizacion de un teodolito.
Si no se dispone de éste, pueden utilizarse otros procedimientos mas imperfectos, como el que se
sugiere en el libro Matematicas de Bachillerato. Curso 1, del Grupo Cero (ver Recursos en esta uni-
dad).

A partir de estos trabajos, se introduce el concepto de tangente y mas adelante los de seno y
coseno a partir de problemas de resolucion de tridngulos en contextos diversos, como por ejemplo:

— Pilar esta haciendo volar su cometa. Cuando ha soltado 50 m de hilo, observa que el dngulo que forma la cuerda
con la horizontal es de 60°. ;A qué altura se encuentra la cometa?

— En un trozo de papel milimetrado, sefiala un punto P y traza una recta r a 10 cm de P. Con vértice en P, traza
angulos de 10°, 20°, 30°, etc. Calcula el valor del seno, coseno y tangente de estos dngulos. Compruébalos
después con tu calculadora.

También se trabajaran las relaciones mas sencillas existentes entre las razones trigonométricas
utilizadas. Estas podran ser dtiles para la obtencion del resto de las razones trigonométricas dada
una de ellas, aunque se potenciard el célculo de las mismas por medio de las funciones especificas
de una calculadora cientifica y el proceso inverso. Esto no impide el trabajo previo sin ella de razo-
nes de angulos sencillos como 30°, 45°, 60° y 90°.

(*) Como prueba individual escrita de esta unidad pueden plantearse algunas actividades que
relacionen los aspectos estudiados y similares a las ya planteadas, tratando de valorar, fundamental-
mente si los alumnos saben identificar figuras homotéticas, determinando su centro y razon y si han
comprendido el significado de las razones trigonométricas en relacion con la semejanza de tridngu-
los rectangulos y su utilidad en la realizacion de mediciones.




Recursos

Libros:
— (CERO, GRUPO. Matemadticas de Bachillerato. Curso 1. Barcelona, Teide. 1985.
— GUZMAN, M.; COLERA, J.; SALVADOR, A. Matematicas. Bachillerato 1. Madrid, Anaya. 1987.

Videos:
— Trigonometria 1. BBC Enterprises. Distribuidora: Fundacién Serveis de cultura popular.

Los conocimientos geométricos de los alumnos que participan en la anticipacion del 4° curso
de ESO son escasos, ya que provienen de la geometria estudiada en 7° de EGB, cargada en exceso
de algoritmos de célculo y de lo estudiado en 3° de Secundaria que consistira fundamentalmente en
geometria plana. Por ello, muchos de los contenidos de la ESO deberian estudiarse en este curso.

Ante la imposibilidad de trabajarlos todos es importante, que el profesor conozca previamente el
nivel de los conocimientos de sus alumnos sobre este tema y adapte estas unidades didacticas a él.
Por otra parte, una posible secuencia de los contenidos relativos a la geometria de 3 dimensiones
estudiaria hasta 3° de Secundaria Obligatoria poliedros y cuerpos redondos, llegando hasta el cél-
culo de superficies, y dejaria para 4° el calculo de volumenes. Otra, que es la que aqui se propone,
trataria los poliedros (regulares, prismas y piramides, representaciones planas, superficies y volime-
nes) en 3° y dejaria el estudio completo de los cuerpos redondos para 4°. El motivo es que tanto la
construccion y desarrollo de estos cuerpos como los algoritmos de calculo de superficies y volume-
nes son complejos.

Tras el estudio de los cuerpos redondos, y relacionandolo con ellos, se estudiaran las conicas,
las coordenadas geograficas, medida del tiempo y confeccion de calendarios.

La unidad dedicada a cdnicas pretende que el alumno conozca las propiedades de la circunfe-
rencia, elipse, hipérbola y pardbola, situaciones reales en las que aparecen, métodos aproximados
de dibujo y relacion con las secciones de un cono. No se realizard ningan estudio analitico.

Respecto a las coordenadas geograficas se pretende que el alumno las conozca y sea capaz de
leerlas e interpretarlas en un mapa. Que sepa la manera de medir el tiempo y las razones historicas
y naturales que fundamentan nuestro sistema actual de medida y calendario. Para ello es necesario
el conocimiento de la medida de angulos orientados.

Secuencia: Unidades didacticas

pIDAcTICA TiTULO DEDICADD
72 Cilindro, cono y esfera. Elementos caracteristicos y medi- 2 }
| dasdbsuperthioy volumen. T i
|
1ge Secciones planas de los cuerpos redondos. Sem?;mas !
92 Coordenadas geograficas. Medida del tiempo. Calendarios. serrl ana ‘

Cuerpos
redondos

y Secciones
planas

33




34

Unidad 7

l CILINDRO, CONO Y ESFERA. ELEMENTOS CARACTERISTICOS Y MEDIDAS DE SUPERFICIE Y VOLUMEN

Objetivos
— Reconocer los cuerpos redondos describiendo correctamente sus elementos.
— ldentificar los planos de simetria y las propiedades que se derivan.
— Calcular la superficie y volumen.
— Conocer las representaciones planas de los cuerpos redondos y realizarlas para resolver
sencillamente algunos problemas.

Contenidos

Conceptos:
— Cilindro, cono y esfera. Elementos caracteristicos.
— Simetrias.
— Representaciones planas.

— Areas y voltimenes.

Procedimientos:
— Construccion de superficies conicas, cilindricas y esféricas.

— ldentificacion de los elementos de los cuerpos redondos: generatriz, vértice, centro, radio,
etc. Descripcion verbal correcta de estos elementos.

— Representacion plana de cilindros y conos. Desarrollos planos. Comprension de que la esfe-
ra no tiene desarrollo plano.

— Visualizacion y descripcion de los planos de simetria de cilindros, conos y esferas.
— Célculo de la superficie de una superficie conica, cilindrica y esférica.
— Estimacion de los valores de medidas indirectas.

— Calculo de voltimenes.

Actitudes:

— Interés y gusto por la descripcion verbal precisa de formas y caracteristicas geométricas, asi
como de los procesos de resolucion de problemas.

— Curiosidad e interés por investigar sobre formas geométricas.
— Perseverancia en la busqueda de soluciones de un problema.

— (usto por la belleza de las formas geométricas que aparecen en la naturaleza, en el arte y en
la vida cotidiana.

— Sensibilidad y gusto por la realizacion y presentacion cuidadosa y ordenada de trabajos geo-
métricos.




Actividades

Se comenzara visualizando los cuerpos a partir de un tridngulo rectangulo, un rectangulo y un
circulo que giran en torno a un cateto, un lado y un diametro respectivamente. El profesor pregunta-
ra qué entienden por generatriz y concretard la definicion para el cilindro y el cono. Pedira que la
dibujen con cierta perspectiva y que la identifiquen con los lados del tridngulo y del rectangulo. Lo
mismo para el diametro de la esfera y el del circulo que gira.

Se realizaran algunas preguntas que tiendan a distinguir entre estos cuerpos y los poliedros:
¢Cuantas caras y aristas tienen?

Después, si se dispone de cilindros y conos construidos en poliespan (corcho blanco) se corta-
ran, para, utilizando espejos, encontrar los planos de simetria. Una vez vistos, los alumnos deben
dibujarlos y describir cual es su localizacion.

Si no se tiene este material, la bisqueda de los planos de simetria del cilindro y el cono se reali-
zard con cuerpos que los alumnos construiran en cartulina. Para ello deben dibujarse primero los
desarrollos planos. Esta actividad se hara después del estudio de los planos de simetria en el caso
de disponer de cuerpos prefabricados. Los alumnos dibujaran con precision el desarrollo de un
cilindro y un cono de unas medidas determinadas. Los cuerpos a los que se haga referencia deben
ser objetos reales: vasos, depdsitos cilindricos, etc.

(*) Si los alumnos hacen individualmente esta actividad, y ademas se pide que se describa el
porqué de los dibujos, este trabajo puede utilizarse como evaluacion de los conocimientos sobre
superficies conicas y cilindricas y de sus elementos.

Basandose en los desarrollos planos los alumnos calcularan las superficies totales de los cuer-
pos citados, primero en casos concretos y despues obtendran la formula general. El hecho de haber
dibujado con exactitud los desarrollos planos ayudard a encontrar [as relaciones necesarias. Hay
que tener en cuenta que para obtener la formula de la superficie lateral del cono es necesario cono-
cer como se calcula la superficie de un sector circular. Si no es asi, el profesor ayudara a los alum-
nos indicandoles que existe una proporcion entre la superficie del circulo y la del sector. El proceso
descrito hasta ahora sirve para el estudio de cilindros y conos, pero no para la esfera. El tratamiento
de este cuerpo lo veremos posteriormente. En este momento, lo que si se analizara con los alumnos
es la imposibilidad de hacer un desarrollo plano la esfera, comentando los problemas que esto plan-
tea en la cartografia y (si se cree conveniente) alguna solucion.

La obtencion de las formulas que permitan calcular el volumen del cilindro y del cono se hara
razonando a partir del volumen del prisma y de la piramide, respectivamente. Se debe comentar pre-
viamente que podemos suponer la circunferencia como un poligono de infinitos lados. Si los alum-
nos desconocen este tratamiento se puede utilizar el libro de espejos para ver como se forman poli-
gonos de cualquier nimero de lados al reflejarse en él un segmento. Un método experimental para
calcular el volumen del cono, una vez conocido el del cilindro, consiste en ver que un cilindro con-
tiene tres veces la cantidad de agua, arena, etc., que contiene un cono cuya base tiene el mismo
radio que la del cilindro y ambos tienen la misma altura.

Una vez obtenidas las formulas de la superficie total y el volumen del cilindro y cono se harén
algunos ejercicios para practicar con ellas, por ejemplo:

— ;Cudl es el volumen méximo de liquido que puede contener un vaso cilindrico si su altura es de 20 cm y la cir-
cunferencia de la base tiene un radio de 3 cm?

— Dibuja un vaso cilindrico de 280 cm3 de capacidad. Explica como has obtenido sus dimensiones. ;Existe mas de
un vaso que tenga ese volumen?

— §Cudnta cartulina necesitas para construir un cilindro de 20 cm de altura y con una base cuyo radio mide 5 cm?
¢Y un cono de las mismas medidas?
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— ¢Cual es el volumen méaximo de un cucurucho de helado si mide 15 cm de alto y la base del cono tiene una
superficie de 10 cm2?

(*) Para evaluar los conocimientos adquiridos hasta ahora se propondra un problema de investi-
gacion que los alumnos deben realizar en grupo:

Una empresa quiere disefiar una lata de forma cilindrica para un refresco. Inicialmente la (nica condicion que fie-
ne es la de que la capacidad de la lata debe ser de 250 cm3. Dibuja una lata con las caracteristicas anteriores. ;Cudl
es la chapa necesaria para construir esa lata?

Teniendo en cuenta que a la empresa le interesa gastar la menor cantidad de chapa posible, ;cuéles serfan las
dimensiones de la lata?

Una vez resuelto el problema, uno de los empleados de la empresa advierte que las méquinas expendedoras de
este refresco sdlo admiten latas de 15 cm de altura: ;Cuéntas posibilidades hay anora? ;Cudles son las dimensio-
nes?

Posteriormente, se describen dos métodos para estudiar la superficie y el volumen de la esfera.
El primero consiste en obtener las medidas de forma experimental; con el otro se deducen las for-
mulas gue proporcionan un calculo exacto. Aunque el planteamiento que debe hacerse en este cur-
so (y en esta opcion) es el segundo, el profesor debe decidir cual es el mas apropiado para sus
alumnos.

El método experimental esta descrito en el libro Cuerpos, de Carmen Calvo ef al., y consiste
en lo siguiente:

Para el volumen:
— Cortar la esfera (una pelota de goma, por ejemplo) en dos semiesferas.

— Construir un cilindro cuya base tenga el mismo radio que tiene la esfera, y cuya altura es igual al diametro de la
esfera. Graduar el cilindro como si fuera un vaso de laboratorio.

— Llenar las semiesferas de agua, arena, etc., y vaciarlas en el cilindro. Comprobar que el material utilizado ocupa
las dos terceras partes del cilindro.

— Deducir que entonces: 5
Volygny = 3 Volyjingro
Volygry = g REh= —2 xP@)= g r

Para la superficie:
— Cortar una esfera en dos semiesferas.
— Construir un cilindro cuya base tiene el mismo radio que la esfera y cuya altura es igual al diametro de la esfera.

— Recubrir con cuerda las dos semiesferas y comprobar que con la misma cantidad se recubre la superficie lateral
del cilindro.

— Lasuperficie lateral del cilindro es:
Longitud de la circunferencia base del cilindro = 2 it r
Altura del cilindro = 2 r

Superficie fateral del cilindro = 2 wrx2r=4 w2

Que, por lo tanto corresponde a la superficie de la esfera.




Un método exacto para obtener la formula se basa en el principio de Cavalieri y en el volumen
de un cilindro. Una explicacion completa puede verse en el libro Geometria y experiencias, de Gar-
Cia, J. y Beltran, C. (ver Recursos en esta Unidad).

En ese mismo libro se describe como obtener la formula de la superficie de la esfera, una vez
conocida la formula del volumen. Para ello supone que el volumen esférico es la suma de los volu-
menes de pequeiias pirdmides con vértice en el centro de la esfera.

Para gjercitar la buena utilizacion de las formulas obtenidas se realizaran algunos ejercicios de
célculo, por ejemplo:

— Elvolumen de un depésito esférico de 20 m de didmetro, la superficie de la Tierra (conocido el radio o bien dan-
do la definicion de metro como la diezmillonésima parte de un cuadrante de meridiano terrestre), el volumen de
la Tierra, el volumen de aire que contiene un baldn de 15 cm de didmetro, etc.

(*) Al finalizar la Unidad se realizara una prueba escrita en la que se propondrén actividades
similares a las realizadas.

Recursos
Libros:

— ALSINA, C.; BURGUES, C.; FORTUNY, J. Materiales para construir la geometria. Madrid, Sintesis.
Col. Mateméticas: cultura y aprendizaje. nim. 11. 1988.

— CALvo, C. et al. Cuerpos. Madrid, MEC. Col. Documentos y propuestas de trabajo. 1987.
— GARCIA, J.; BELTRAN, C. Geometria y experiencias. Madrid, Alhambra. 1987.

— GuzmAN, M. Construcciones geométricas con materiales diversos. Experimentos de geometria.
Madrid, MEC. 1985.

Materiales manipulables:
— Planchas de carton o corcho.
— Cuchillas.
— Hilo.
— Cilindros, conos y esferas prefabricados.
— Cartulinas.
— Reglas.
— Compas.

: SECCIONES PLANAS DE LOS CUERPOS REDONDOS

Objetivos

— Mejorar la vision espacial. Utilizar las secciones planas de un cuerpo para representarlo en el
plano.

e ——————— — 1
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Determinar de cuantas maneras distintas se pueden cortar una esfera y un plano. Determi-
nar que condiciones deben darse para que el circulo de corte sea maximo.

Reconocer la forma de la circunferencia, la elipse, la hipérbola y la parabola.
Conocer algo sobre la historia del estudio de las conicas.

Obtener las formas anteriores mediante la interseccion de una superficie conica y distintos
planos. Conocer cémo debe ser el corte para que el resultado sea una circunferencia, una
elipse, una hipérbola o una parabola.

Describir las conicas como lugares geométricos. Definir sus elementos.
Dibujar conicas.

Relacionar la forma de la cénica con su excentricidad.

Reconacer las conicas en distintas formas reales.

Contenidos

Conceptos:

Circunferencia, elipse, hipérbola, parabola. Elementos.
Excentricidad.

Circulos méaximos y paralelos de una esfera.

Procedimientos:

Obtencion de las conicas a partir de la interseccion de un cono y un plano. Descripcion de la
relacion plano-cono para obtener cada una de ellas.

Clasificacion de figuras.
Comentario de un texto sobre la construccion de las conicas de Apolonio.
Trazado de las conicas por puntos.

Ordenacion en tablas de distintos datos referentes a conicas. Generalizacion a partir de las
tablas de las propiedades de los puntos de cada conica.

Calculo de la excentricidad. Relacion con la forma de la conica.

|dentificacion de secciones conicas en situaciones y objetos reales.

Actitudes:

Interés y gusto por la descripcion verbal precisa de las caracteristicas de las conicas y de
sus elementos, asi como de los procesos de resolucion de problemas.

Perseverancia en la busqueda de soluciones.

Confianza en la propia capacidad para percibir los cuerpos en el espacio y sus interseccio-
nes con planos.

Actividades y recursos

Se ha elegido esta Unidad para ser desarrollada en su totalidad, por lo que se remite al capitulo ll.
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Unidad 9

t COORDENADAS GEOGRAFICAS. MEDIDA DEL TIEMPO. CALENDARIOS

Objetivos

— Reconocer que el sistema formado por el Ecuador y el meridiano de Greenwich es una refe-
rencia en la esfera, siendo la latitud y la longitud las coordenadas.

— Describir correctamente lo que es un meridiano y un paralelo.

— Leer coordenadas geograficas en un plano o globo terraqueo.

— Localizar lugares de la superficie terrestre conocidas la latitud y la longitud.
— Conocer y utilizar el sistema de usos horarios.

— Conocer la evolucion histdrica de nuestro calendario.

— Conocer como se confeccionan calendarios.

Contenidos

Conceptos:

— Esfera terrestre. Meridianos y paralelos terrestres.

Latitud y longitud geograficas.
— Unidades de medida del tiempo: aiio, dia, mes, hora, minuto y segundo.
— Husos horarios.

— Movimientos solares.

Procedimientos:
— Utilizacion de la calculadora para trabajar con medidas de angulos.
— Localizacion de meridianos y paralelos en la esfera terrestre.

— Lectura de las coordenadas geogréficas de un lugar. Célculo aproximado de la latitud y longi-
tud de un lugar a la vista de un mapa.

— Describir correctamente dia, afio, mes.
— Relacion entre las unidades de medida del tiempo: dia-afio, dia-hora.
Determinar si un afio es bisiesto 0 no.

— (alculo de la hora de un lugar conocida la hora del lugar de referencia y las longitudes de
ambos.

Actitudes:

— Interés por utilizar de manera precisa mapas y globos terraqueos para resolver las situacio-
nes propuestas.

— Disposicion para realizar con cuidado y rigor dibujos y esquemas.
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Actividades:

Inicialmente se realizaran actividades de repaso sobre medida de angulos en grados sexagesi-
males, utilizacion de la calculadora para sumar y restar dngulos y convertir una expresion compleja
en una decimal.

El profesor iniciara el tema de las coordenadas planteando alguna situacion plana (distinta de las
coordenadas cartesianas que ya conocen), por ejemplo: un tablero de ajedrez. Se pedird a los
alumnos que averigiien la denominacion de cada casilla del tablero. Tras esto se preguntard cémo
se localizaria un punto en una superficie esférica, dejando que los alumnos hagan suposiciones que
deben justificar.

Se proporcionard a cada grupo de alumnos un globo terraqueo pidiendo que fijen su atencion
en la division en casillas determinadas por lineas y que contesten por escrito a las siguientes pre-
guntas:

— Sigue una de esas lineas, ;qué es? ;Son todas las lineas iguales? ;Cudntos tipos de lineas hay? ;Sabes qué es
¢l Ecuador? Localizalo en el globo.

— ¢Algunas de esas lineas tienen relacion con el Ecuador? Localiza el Polo Norte y el Polo Sur, jcomo son todas
las circunferencias que pasan por ambos?

El profesor explicaré (si los alumnos no lo han hecho) que esas lineas reciben el nombre de
meridianos y paralelos y que el Ecuador y una de las circunferencias maximas, la que pasa por Gre-
enwich, son las que se toman como referencia. Puede hacer un comentario sobre por qué se eligio
este meridiano.

Una vez que los alumnos conocen el sistema de referencia, se tratara de que encuentren por s
mismos cuales son las medidas que determinan las coordenadas de un punto de la superficie
terrestre:

Piensa un lugar del mundo y localizalo en el globo terraqueo. ;Como puedes decir a tu compadero qué sitio es,
sin sefaldrselo? ;Puedes dar distancias, medidas en centimetros?

Si los alumnos tienen dificultades se les sugerira que utilicen angulos para medir.

Tras esta actividad, el profesor definira correctamente lo que se entiende por latitud y longitud.
Los alumnos deberan realizar dibujos que describan lo que han escuchado y hacer algunas activida-
des similares a las siguientes:

— Hallar las coordenadas de: Polo Norte, Polo Sur, Greenwich, Ecuador, etc.
— Localizar lugares, conocidas la longitud y a latitud.
— Determinar las coordenadas del lugar en donde se vive y de su antipoda.

Para introducir la medida del tiempo el profesor hara un comentario sobre el origen histdrico de
esta medida, hablando de los movimientos aparentes del Sol, los movimientos de la Tierra y de la
Luna. Después pedira a los alumnos que describan lo que es un afio, un mes, un dia, una hora, un
minuto y un segundo.

El aprendizaje del sistema de husos horarios se iniciara preguntando el porqué de esa frase tan
repetida en los informativos peninsulares:

«Son las ocho de la mafiana, una hora menos en las Islas Canarias.»

Se pedira que relacionen esto con la definicion de dia y la salida del Sol.




Después el profesor explicard el sistema de husos horarios y propondrd a los alumnos que, utili-
zando el globo terraqueo, determinen la hora de un lugar conocida la hora del lugar de referencia.

Por (ltimo el profesor preguntard a los alumnos si saben lo que es un afio bisiesto y el porqué
algunos afios deben serlo. Explicara la regla que sirve para determinar qué afos son bisiestos y su
origen. Después se propondra el andlisis de un texto en el que se explique la evolucion del calenda-
rio actual. Si se cree oportuno, se puede comentar con los alumnos otros calendarios distintos del
occidental.

Recursos
— Materiales manipulables.
— Calculadora.
— Globo terragueo.
— Mapas.
— Calendarios.

Este tema consta de dos unidades: la primera dedicada a la interpretacion de funciones median-
te el estudio grafico, de modo intuitivo y préctico, de sus caracteristicas globales, utilizando funcio-
nes que aparecen en los medios de comunicacion y en publicaciones cientificas y de todo tipo. La
segunda Unidad estudia algunas familias de funciones: inversa, cuadratica y exponencial.

Es posible que los alumnos de este curso ya hayan trabajado algunos de los contenidos de la
primera Unidad; por ello, el tiempo que se le ha asignado se puede reducir teniendo en cuenta que
lo mas novedoso es el tratamiento de la continuidad, periodicidad, tendencia y tasa de variacion
media como promedio de la variacion de una magnitud respecto a otra en diversos intervalos, pro-
curando incluir situaciones diversas de las distintas ciencias y de la vida cotidiana.

La funcion lineal es objeto de estudio de 3° de Secundaria Obligatoria, por lo que todos los
alumnos deben conocerla. En este curso se retoma comparandola con otras funciones (cuadratica y
exponencial). Ademds, en este curso y en esta opcion, debe darse mayor rigor al estudio de funcio-
nes profundizando mas en las funciones inversa, cuadratica y exponencial, asi Como en sus expre-
siones algebraicas en aquellas situaciones que la sencillez de la expresion permita que el alumno
sea capaz de encontrarla por si mismo.

Secuencia: Unidades didacticas

UNIDAD TIEMPO
DIDACTICA TiTuLo DEDICADO
Interpretacidn de funciones dadas mediante lablas,

. gréficas y expresiones verbales y algebraicas sencillas. 1
10 Estudio grdfico de caracteristicas globales. semana

Tasa de variacion media.

Estudio de algunos tipos de funciones: de proporciona-
lidad directa e inversa, funcion cuadratica y exponen- 2

cial, a partir de su expresion algebraica o de situacio- semanas
nes en las que se presenten.

e

Funciones
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Unidad 10

INTERPRETACION DE FUNCIONES DADAS MEDIANTE TABLAS, GRAFICAS Y EXPRESIONES VERBA-
LES Y ALGEBRAICAS SENCILLAS. ESTUDIO GRAFICO DE CARACTERISTICAS GLOBALES. TASA DE
VARIACION MEDIA

Objetivos

— Construir e interpretar en su contexto tablas de datos a partir de datos desorganizados extrai-
dos de una situacion, de graficas o de expresiones verbales muy sencillas.

— Elegir convenientemente segtn el contexto, las unidades y escalas en los ejes de coordena-
das.

— Representar graficamente algunas funciones sencillas dadas mediante una tabla de datos.

Utilizar e interpretar el lenguaje gréfico en situaciones diversas.

Reconocer intervalos de crecimiento y decrecimiento, méximos y minimos en tablas y grafi-
cas e interpretarlos en su contexto.

— Detectar discontinuidades y periodicidad, en su caso, en funciones dadas mediante su gré-
fica.

— Calcular la tasa de variacion media de funciones en distintos intervalos e interpretar su signi-
ficado.

Contenidos

Conceptos:
— Unidades, escalas y ejes.

— Relaciones entre magnitudes dadas mediante una expresion verbal o algebraica o una tabla
de datos.

— Estudio grafico de caracteristicas globales:

Crecimiento y decrecimiento.

Maximos y minimos.

Continuidad y periodicidad.

Tasa de variacion media.

Procedimientos:

— Interpretacion de una situacién presentada a partir de una grafica.

— Sistematizacion en la toma de datos de una situacion dada y construccion a partir de ellos
de tablas de valores, interpretandolas en su contexto.

— Eleccion adecuada de unidades y escalas en los ejes de coordenadas.

— Representacion gréfica de funciones muy sencillas dadas mediante una tabla de datos o una
expresion algebraica.




— Reconocimiento e interpretacién en su contexto, de intervalos de crecimiento y decrecimien-
to, maximos y minimos y tendencias de una funcién dada a partir de una tabla o una gréfica.

— Deteccion de discontinuidades ylo periodicidad, en su caso, de una funcién dada mediante
su grafica.

— Representacion grafica de funciones utilizando sus propiedades globales.

— Determinacion del periodo de una funcion a partir de la observacion de la tabla numerica o
grafica asociada.

Calculo de la tasa de variacion media.

Actitudes:

— Valoracion del lenguaje grafico para interpretar situaciones cotidianas, de los medios de
comunicacion y de las diversas ciencias.

— Actitud critica ante la utilizacion del lenguaje gréfico, atendiendo especialmente a las unida-
des y escalas empleados por los medios de comunicacion.

— Gusto por la presentacion ordenada y pulcra de tablas de datos y gréficas, asi como de su
interpretacion verbal.

— Valoracion de la calculadora cientifica como ayuda eficaz si se utiliza adecuadamente.

Actividades

El tratamiento de esta Unidad depende del enfoque dado en el curso anterior, y de la profundidad
alcanzada en los distintos aspectos del tema. Por ello se insistird sobre todo en los aspectos mas
novedosos y en los menos asimilados por los alumnos.

(*) De lo anterior se deduce la necesidad de una prueba inicial que consistira en la interpreta-
cion de graficas aparecidas en distintos medios, por ejemplo: evolucién del desempleo, indices de
audiencia de cadenas de television, etc.

Es importante que el alumno haga esta interpretacion con actitud critica ante las unidades y
escalas utilizadas y detectando, si procede, falacias en la informacion asi representada. El alumno
debera describir el comportamiento del fenémeno asociado a la gréfica.

Las actividades irdn incorporando progresivamente el estudio de més caracteristicas globales de
las funciones, tratando cada una de ellas primero individualmente. Por ejemplo:

— Comparacion de gréficas de funciones:
» Crecientes 0 decrecientes.
o Crecimiento o decrecimiento en intervalos.
* Continuas o discontinuas.
e Periddicas o no.

— Andlisis de las tendencias y de la tasa de variacion media en distintos intervalos con la calculadora.

Del mismo modo, los alumnos aprenderan a extraer datos de situaciones cotidianas, a sistemati-
zar los recuentos, construyendo tablas y haciendo representaciones gréficas a partir de las mismas
en casos sencillos.
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A final de la Unidad se afiadirdn a esta primera interpretacion los datos que aportan el reconoci-
miento de los intervalos de crecimiento y decrecimiento, deteccion e interpretacion de valores extre-
mos y otros puntos de interés, de discontinuidades o periodicidad, etc. El calculo de la tasa de varia-
cion media en distintos intervalos informara sobre Ia evolucién del fenémeno que se estudia. Los
alumnos han de captar la gran cantidad de informacion que puede obtenerse a partir del estudio
realizado. Estas propiedades pueden estudiarse con actividades del tipo siguiente:

Analizar la variacion de la velocidad con respecto a la distancia del punto de partida en una carrera de
coches, cuando el vehiculo recorre distintos circuitos,

Una descripcion minuciosa de este tipo de actividades puede verse en el libro £/ lenguaje de fun-
ciones y graficas, del Shell Center (ver Recursos en esta Unidad).

(*) Hasta este momento los problemas deben realizarse (en general) en pequenos grupos utili-
zando los debates y la revision de algunos cuadernos de clase como instrumentos de evaluacion.

Para trabajar mas especificamente el problema de la tasa de variacion media de una funcion
puede utilizarse el ejemplo de un coche que realiza un viaje a través de distintas carreteras: rurales,
urbanas, autopistas, etc., y que hace paradas para repostar o descansar,

(*) A continuacion se realizaré una prueba individual de evaluacién que conste de ejercicios
similares a los estudiados, por ejemplo:

— Relacionar enunciados verbales con gréficas de distintas caracteristicas globales e indicar las razones de la aso-
ciacion.

— Dada una gréfica describir un fenémeno relacionado con ella.
— Andlisis de un enunciado verbal y una grafica que no lo represente de manera fidedigna.

— Una actividad global; variacion con el tiempo de la cantidad de agua del depasito de una méquina de café coloca-
da en una oficina en fa que deben estudiar todas las caracteristicas globales antes mencionadas.

Recursos

Libros:

— AZCARATE, C.: DEULOFEU, J. Funciones y grdficas. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y
aprendizaje. num. 26. 1990.

— SHELL CENTRE FOR MATHEMATICS EDUCATION. £/ lenguaje de funciones y gréficas. Bilbao, Universi-
dad del Pais Vasco y MEC. 1990.

— ZERO, GRUP. Funciones lineales y cuadraticas. Barcelona, Vicens Vives. 1988.

Videos:

— Funcién exponencial. Distribuidora: Ancora.

Materiales manipulables:

— (alculadoras cientificas y graficas.

— Transparencias y rotuladores permanentes.
— Papel milimetrado.

— Prensa y revistas cientificas.




Programas de ordenador:

— Derive.

— Funcidn lineal y afin. Ediciones SM. Distribuidora: Idealogic S.A.
— Funcion cuadratica. Ediciones SM. Distribuidora: Idealogic S.A.

— Hoja de cdlculo.

Unidad 11

ESTUDIO DE ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES: DE PROPORCIONALIDAD DIRECTA E INVERSA, FUN-
CION CUADRATICA Y EXPONENCIAL, A PARTIR DE SU EXPRESION ALGEBRAICA O DE SITUACIONES
EN LAS QUE SE PRESENTEN

Objetivos

Reconocer las funciones lineal, inversa, cuadratica y exponencial a partir de su gréfica o
expresion algebraica.

Obtener la expresion algebraica de una funcion inversa o cuadratica a partir de tablas nume-
ricas 0 enunciados verbales y viceversa.

Utilizar el estudio de funciones lineales y cuadraticas como método grafico de resolucion de
ecuaciones de 2° grado y sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incognitas.

Analizar, utilizando las nuevas tecnologias, las variaciones que los cambios de los parame-
tros originan en las graficas de funciones lineales, cuadraticas y exponenciales.

Utilizar de modo conveniente las calculadoras cientifica y grafica, programas adecuados de
ordenador y videos didacticos para el estudio de estos tipos de funciones.

Comparar y distinguir entre el crecimiento lineal y el exponencial.

Describir el comportamiento de un fendmeno a partir del estudio de las caracteristicas glo-
bales de la gréfica asociada.

Asignar un modelo de funcion a ciertos fendmenos reales.

Interpretar informaciones que utilicen el lenguaje gréfico de funciones de los tipos estudia-
dos.

Contenidos

Conceptos:

Funciones de proporcionalidad inversa, cuadrética, exponencial:
» Representacion gréfica.
 Expresion algebraica en casos sencillos.

« (Caracteristicas globales: crecimiento, maximos, cortes con los ejes, periodicidad, conti-
nuidad, tendencia, tasa de variacion media, etc.

— Funcion lineal e inversa. Proporcionalidad directa e inversa.
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— Funcion lineal y exponencial.

— Estudio de fendmenos sencillos cuya funcion asociada es la de alguno de los tipos estudia-
dos en esta Unidad.

Procedimientos:

— Interpretacion de graficas correspondientes a funciones lineales, cuadraticas, inversas y
exponenciales, teniendo en cuenta a qué situaciones o fendmenos corresponden, y qué pro-
piedades les caracterizan.

— Representacion gréfica de tablas de datos correspondientes a funciones de los tipos anteriores.
— Obtencion de la expresion algebraica de la funcion inversa y cuadratica (en casos sencillos).

— Comparacion de las variaciones graficas que producen los cambios de los pardmetros en
las funciones lineales, cuadréticas y exponenciales.

— Reconocimiento de intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, disconti-
nuidades y tendencias.

— Calculo de la tasa de variacion media en distintos intervalos.

— Distincion entre crecimiento lineal y exponencial.

Actitudes:

— Reeonocimiento de la utilidad del lenguaje grafico y algebraico en un gran nimero de situa-
ciones.

— Valoracion de la eficaz aportacion de los medios informaticos y audiovisuales, de calculado-
ras cientificas y gréficas, para el tratamiento gréfico de situaciones diversas.

— Apreciacion del trabajo en equipo para el estudio comparativo de estos tipos de funciones y
sus principales caracteristicas.

Actividades

Es muy importante en esta Unidad didéctica la utilizacion de calculadoras cientificas y gréficas,
programas de ordenador y de video adecuados y transparencias, para la visualizacién rapida de gra-
ficas, comparacion de los distintos tipos de familias, constatacion de diferencias significativas y
similitudes entre ellas, comprobacion de las repercusiones en los cambios de los parametros de
una misma familia, etc.

Lo anterior no es incompatible con la realizacion con lépiz y papel (milimetrado o no) de activida-
des de representacion gréfica de las familias de funciones estudiadas. Es importante conseguir cier-
to equilibrio entre ambos tipos de actividades.

También es necesaria la utilizacion de periodicos, revistas cientificas y de otro tipo, etc.

A continuacion se describen algunas actividades que pueden servir como ejemplo para trabajar
con los alumnos la funcion inversa, la cuadrética y la exponencial.

Funcion inversa

A partir de un enunciado verbal se pedird a los alumnos que, en pequefios grupos, dibujen la
grafica de forma aproximada, por ejemplo:




Tiempo empleado en limpiar un monte y nimero de personas que realizan el trabajo.

En la puesta en comuin el profesor pedird a cada grupo que explique el porqué de su grafica anali-
zando todas las propuestas, aunque sean erroneas. La discusion ayudard a subsanar los errores.

Tras este intercambio inicial se aportardn nuevos datos que permitan un estudio mas detallado:

Supongamos que 50 personas tardan 5 horas en realizar el trabajo. Con esta informacion los alumnos
resolveran las siguientes cuestiones:

— Puntos de corte con los ejes, crecimiento o decrecimiento, tendencia, etc.
— Calculo de la tasa de variacién media en distintos intervalos.
— ;Cuanto tardarian 100 personas? ;Y 2007 Rellenar una tabla con unos cuantos valores.

— Seg(n los resultados obtenidos, perfeccionar la grafica inicial.

Cuando los distintos grupos tengan completa la tabla, el profesor preguntara por un valor sufi-
cientemente alto. Con esto se busca la generalizacion desde los valores numéricos obtenidos a la
expresion algebraica. Hay que advertir que se trata de un proceso que puede requerir cierto tiempo
para algunos alumnos. El profesor debe intentar no resolver el resultado ante los primeros fracasos,
sino insistir en casos particulares.

Con otros ejercicios similares se variara el coeficiente de proporcionalidad inversa y se analizara
como influye en la gréafica. Para ello se puede utilizar un programa de ordenador que dibuie las grafi-
cas, ya que en este momento lo que realmente interesa es que el alumno relacione la variacion de
los pardmetros con la forma de la gréfica y no su construccion en cada caso.

(*) Los trabajos realizados en grupo con el ordenador se tendran en cuenta para la evaluacion de
la Unidad, asi como las aportaciones de los alumnos en las puestas en comun realizadas.

Funcion cuadratica

Inicialmente se procedera de manera similar a la anterior: a partir de una formulacion verbal se
construird una grafica aproximada y una tabla de valores.

A la vista de los valores, se corregira la gréfica. El profesor preguntaré por el valor méximo o el
minimo, crecimiento y decrecimiento, puntos de corte con los ejes, todo ello desde la grafica. Expli-
caré lo que se entiende por simetria respecto a una recta, y pedira a los alumnos que dibujen la rec-
ta de simetria de su grafica.

Las primeras actividades deben referirse a funciones cuadraticas sencillas de tal manera que el
alumno pueda encontrar la expresion algebraica a partir de la formulacion verbal, por ejemplo:

Variacion del area de un recinto rectangular segun la longitud de la valla.

En los primeros ejercicios puede ser Gtil que el profesor confeccione una tabla con las graficas
de las funciones cuadraticas mas sencillas y sus expresiones algebraicas. El alumno la utilizara para
comparar su grafica con las que alli aparecen y deducir cual es la expresion asociada.

Una vez conseguida la expresion algebraica se pedira a los alumnos que encuentren los puntos
de corte con los ejes resolviendo la ecuacion de 2° grado. No es necesario que utilicen siempre el
|apiz y el papel para resolver estas ecuaciones; pueden aprender a utilizar programas de ordenador
0 calculadoras programables.

A partir de las raices se encontrara el valor maximo o minimo y la recta de simetria.

También se estudiaran los intervalos de crecimiento y decrecimiento, relacionandolos con la
existencia de maximo o minimo, y la tasa de variacién media en distintos intervalos.
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Se realizaran, de forma similar, otras actividades en las que cambien los coeficientes cuadrati-
cos, tanto en magnitud como en signo. El profesor dirigird sus preguntas a que los alumnos relacio-
nen estos coeficientes con la forma de la gréfica.

Como en el caso de la funcion inversa, se recomienda para este tipo de actividades el uso de
algun programa adecuado de ordenador.

(*) En cualquier caso, el profesor valorara las conclusiones que los alumnos, en pequenos gru-
pos, habran de elaborar al respecto.

Funcién exponencial
Se planteard un problema del tipo «divulgacion de un secreto»:

Una persona conoce una noticia importante que, al dia siguiente, revela a otras dos, cada una de éstas
se lo dice a otras dos al siguiente dia y asi sucesivamente. Se pide estudiar la relacion entre el nimero de
dias transcurridos y el nimero de personas que conocen el secreto ese dia,

Se construira seguidamente una tabla de valores utilizando la calculadora. Para ello, el profesor
ensear el uso de la tecla x'.

A continuacion se dibujard, aproximadamente, la grafica planteando cuestiones sobre caracteris-
ticas globales.

Se preguntard, también, por el nimero de personas a las que se revela la noticia el séptimo y
décimo dia, etc., que se generalizara para obtener la formula correspondiente. Puede ayudarles el
poner por escrito como se calcula el nimero de personas de un dia determinado.

Tras conseguir la formula, el profesor explicaré que se trata de un nuevo tipo de funcion llamada
exponencial y realizara con los alumnos una tabla en la que se indiquen sus caracteristicas.

Se comparara la gréfica de y = 2" conladey = 2xyladey = x? y ver que la exponencial s la
de crecimiento mas rapido.

A continuacion se estudiardn exponenciales con otras bases; por ejemplo: ;Y si cada persona
se lo cuenta a 5? Se describird la variacion de la grafica seguin cambia la base.

Después se preguntard qué sucederia si la base fuese menor que 1, por ejemplo 0,5, poniendo
especial cuidado en que los alumnos comprendan que al multiplicar un niimero menor que la uni-
dad por si mismo el resultado es menor que el nimero inicial. Este hecho se relacionara con la for-
ma de la gréfica.

Por Gltimo, dadas varias graficas y expresiones algebraicas de distintas exponenciales, se
pedird que las asocien adecuadamente. Pueden utilizarse, de nuevo, programas de ordenador
adecuados.

(*) Al finalizar esta actividad se pedird a los alumnos que realicen un trabajo en grupo o indivi-
dualmente que se utilizard como evaluacion. El trabajo consistird en una investigacion sobre un
fenémeno exponencial, por ejemplo, la variacion con el tiempo de la cantidad de distintos farmacos
inyectados en sangre. Una descripcion completa de esta investigacion puede verse en el libro men-
cionado en la Unidad anterior.

Recursos

Ver Recursos de la Unidad 10.




La estadistica es una rama de las Matematicas que utiliza conjuntos de datos numéricos extraidos
de hechos reales o experimentales para obtener conclusiones generales sobre lo estudiado. En esto
Se parece a otras ciencias, por lo que tiene gran aplicabilidad en ellas y sirve como auxiliar indispen-
sable en otros saberes como economia, psicologia, medicina, sociologia, ciencias sociales, etc.

Si en las Unidades anteriores se vio la importancia del lenguaje grafico en el tratamiento de la
informacion para una mejor comprensién y analisis de la misma, las gréficas y parametros estadisti-
cos aportan instrumentos indispensables para dicho tratamiento, fundamentalmente para manejar y
entender gran cantidad de datos y para detectar posibles errores o intentos de manipulacion.

Ya en 3.° se han trabajado casi todos los aspectos que aqui se retomaran: poblacion y muestra,
frecuencias, graficas y pardmetros estadisticos, etc. Damos por supuesto que hasta ahora se han
utilizado preferentemente variables cualitativas o cuantitativas discretas, se dara en este curso el
paso a variable continua.

Se iniciara también el estudio de variables bidimensionales tratando de encontrar la relacion
entre las dos variables de forma intuitiva y practica.

Se ha de poner sumo interés en la pulcritud, la precision y el orden en la presentacion del traba-
jo que se va realizando.

Secuencia: Unidades didacticas

_UNIDAD _ ~_TIEMPO
DIDACTICA it it RO v DEDICADO
Fendmenos estadisticos: poblacion y
124 muestra. Variable estadistica continua: 2
lablas de frecuencias, grdficas y semanas
paramelros estadlslicos.
Distribuciones bidimensionales.
138 Relacidn entre variables: nube de 2
puntos, recta de regresion. semanas
Correlacion.
Unidad 12

FENOMENOS ESTADISTICOS: POBLACION Y MUESTRA. VARIABLE ESTADISTICA CONTINUA:
TABLAS DE FRECUENCIAS, GRAFICAS Y PARAMETROS ESTADISTICOS

Objetivos
— Conocer la historia del inicio y desarrollo de la estadistica.
— Elegir muestras representativas de una poblacion.
— Reconocer las situaciones que precisan la agrupacion de datos estadisticos en intervalos.

— Elaborar estudios de datos estadisticos de tipo continuo, utilizando para ello el lenguaje que
mejor se adapte a la situacion: tablas, gréficas, pardmetros centrales y de dispersion.

Estadistica
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— Utilizar la informacion numérica obtenida para tomar decisiones, para aceptar o rechazar
hipétesis, formular conclusiones, etc.

— Calcular los pardmetros centrales y de dispersion de una variable continua. Reconocer cudl
es el mas significativo en cada caso.

— Intrepretar el par (X, o) de una variable continua.

— Analizar criticamente las noticias estadisticas que aparecen en los medios de comunicacion,
detectando errores o presentaciones tendenciosas.

Contenidos

Hechos y conceptos:
— Antecedentes historicos.
— Fendmenos estadisticos: poblacion y muestra. Condiciones de la muestra.

— Variable estadistica continua. Tablas de frecuencias: Recorrido, intervalos, marcas de clase,
frecuencias absolutas, relativas y acumuladas.

— Graficas estadisticas: diagramas de barras, poligonales y de sectores, histogramas, pictogra-
mas, pirdmides de poblacion, etc.

— Resumen de datos estadisticos:
* Parametros centrales: media aritmética, mediana, moda.
* Significado de la dispersion.
e Pardmetros de dispersion: desviacion tipica y varianza.
Procedimientos:

— Eleccion de una muestra adecuada para que sea representativa de una poblacion. Planifica-
cion y realizacion de la recogida de datos.

— Construccion de los intervalos mas adecuados a la variable, marcas de clase y tablas de fre-
cuencia. Relacion con porcentajes.

— Representacion, mediante las diversas gréficas estadisticas, de los datos correspondientes a
la situacion que se estudia y eleccion de las mas adecuadas en cada caso.

— Andlisis critico de gréficas estadisticas detectando errores o presentaciones tendenciosas de
conclusiones.

— Utilizacion de la informacion numérica para tomar decisiones o formular conclusiones sobre
el tema estudiado.

— Calculo y significado de los parametros de centralizacion y de dispersion. Eleccion de los
parametros mas significativos.

— Interpretacion de una distribucion dada su media y su desviacion tipica.

— Lectura comprensiva de los sondeos y encuestas que aparecen en los medios de comunica-
cion.




Actitudes:

— Sentido critico ante la eleccion de una muestra en cada caso y ante las conclusiones que se
presentan de un estudio estadistico.

— Valoracion del lenguaje gréfico estadistico para representar informacion.

— Reconocimiento y valoracion de las nuevas tecnologias en el tratamiento estadistico de la
informacion.

— Valoracion del trabajo en equipo como medio eficaz para el planteamiento, toma de datos,
debates y elaboracion de conclusiones, de trabajos estadisticos.

— Sensibilidad y gusto por la precision, el orden y pulcritud en la presentacion de trabajos esta-
disticos.

Actividades

(*) No consideramos necesaria una evaluacion inicial sobre variable continua, ya que no se
requieren conocimientos de la misma para realizar las actividades planteadas. La evaluacion inicial
se centrard, por tanto, en el dominio y comprension de los pardmetros estadisticos de variables dis-
cretas.

Se trata de realizar un acercamiento préctico a la estadistica, mediante la aplicacion de sus técni-
cas a datos que los alumnos hayan coleccionado o extraido de informaciones diversas. Es por tanto
importante la elaboracion de una encuesta que recoja algunos aspectos de interés para el alumnado.

Se les pedira que consigan datos que den lugar a una variable continua; por ejemplo: tiempo
invertido en realizar el trayecto casa-instituto, temperatura del aula, estatura, peso, etc.

Trabajando en pequefios grupos, cada alumno aportara su dato y se hara un estudio completo
tratando la variable como discreta.

Cada grupo anotara sus datos en la pizarra y el profesor planteara la siguiente pregunta: ;Cual
es el tiempo medio que tardan los alumnos de la clase en llegar al Instituto?

Esto servira para inducir la necesidad de ordenar los datos en intervalos. El profesor pedird que
lo hagan dandoles el nimero de intervalos y discutiendo en qué medida su eleccion influye en la
exactitud de los resultados.

Tras esto, se guiard a los alumnos en la confeccién de tablas de frecuencias y representaciones
graficas (fundamentalmente histogramas y diagramas de sectores) y se introducira el concepto de
marca de clase.

A continuacion se pedird que calculen por grupos la media y la desviacion tipica apoyandose en
las tablas y utilizando la calculadora. Se estudiard la distribucion de datos en los intervalos:

(X-0,X + o), (X- 20, X+20), (X - 30, X +30)

Para ver la necesidad del calculo de la mediana, el profesor planteard un problema en el que los
datos estén concentrados en los intervalos extremos, dando el valor de la media. Se discutiré con
toda la clase la representatividad de este valor.

Se calculara entonces la mediana utilizando el poligono de frecuencias acumuladas.

Para concluir el estudio de los parametros centrales, los alumnos realizardn una tabla en la que
figuren todos estos pardmetros, qué significan, como se calculan y cudndo son representativos.
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(*) El'profesor pedird que cada alumno le entregue individualmente estos trabajos.

Se profundizard en el significado de la media y la desviacion tipica mediante actividades en las
que las distribuciones tengan la misma media y distinta desviacion tipica, o al revés.

Por (ltimo, se realizard un trabajo de interpretacion de estadisticas aparecidas en algtn medio
de comunicacion.

Ver algun video educativo, utilizar algin programa adecuado de ordenador y/o una hoja de cal-
culo, pueden ser actividades complementarias de sumo interés. Por ejemplo, un programa de orde-
nador que realice representaciones graficas, permite pasar rapidamente a la comparacion e interpre-
tacion de muchas distribuciones.

(*) Se pedira la entrega del trabajo realizado en grupo en el ordenador.

El uso de la calculadora cientifica y de las funciones especificas de estadistica, no en todos
los célculos, pero si en la mayoria de ellos, da la oportunidad de centrarse en la interpretacion de
la informacidn y en los andlisis criticos de los resultados estadisticos méas que en las técnicas de
célculo.

(*) Al final de la unidad, se realizara una prueba escrita con actividades similares a las anterio-
res pero de menor duracion, en la que puedan valorarse, fundamentalmente, el calculo (con calcula-
dora cientifica) y comprension de los pardmetros, y la interpretacion de gréficas estadisticas.

Recursos

Libros:

— AZARQUIEL, GRUPO. Curso inicial de estadistica en Bachillerato. Madrid, ICE de la UAM. Col.
Monogréficas. num. 3. 1983.

— ZER0, GRUPO. Matematicas de Bachillerato. Curso 1. Barcelona, Teide. 1985.

— NORTES CHECA, A. Encuestas y precios. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y aprendizaje.
num. 28. 1987.

Videos:

— ¢Contra todo prondstico? La estadistica por dentro. BBC Enterprises. Distribuidora: International
Education and Training Enterprises S. A.

— Investigaciones Matemdticas 10. BBC Enterprises. Distribuidora: International Education and Trai-
ning Enterprises S. A.

Materiales manipulables:

— Calculadora cientifica.

Programas de ordenador:
— Esladistica: Ediciones SM. Distribuidora: Idealogic S. A.

— Hoja de célculo.




Unidad 13

DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES. RELACION ENTRE VARIABLES: NUBE DE PUNTOS, RECTA

DE REGRESION. CORRELACION

Objetivos

Representar conjuntamente dos variables observadas sobre los mismos individuos mediante
una tabla de doble entrada y/o una nube de puntos.

Reconocer e interpretar una nube de puntos o una tabla de doble entrada, como una distri-
bucion bidimensional.

Representar gréficamente, de modo aproximado, la recta que més se ajuste a una nube de
puntos dada. Dar significado y calcular el «centro» de la nube.

Asociar coeficientes de correlacion y nubes de puntos de varias distribuciones bidimensio-
nales.

Interpretar la relacion existente entre dos variables conocido el coeficiente de correlacién de
su distribucion. Asignar un valor aproximado y un signo a la correlacion de una distribucion
bidimensional dada.

Extrapolar, a partir de la recta de regresién de una distribucion bidimensional, otros valores
desconacidos de las variables, analizando el grado de garantia de dicha deduccion segun el
coeficiente de correlacion de la distribucion estudiada.

Contenidos

Conceptos:

Relacion funcional o aleatoria entre dos variables.
Representacion conjunta de dos variables: tabla numérica y nube de puntos.

Iniciacion gréfica al estudio de la recta de regresion y el coeficiente de correlacion.

Procedimientos:

Construccion de una tabla numérica de doble entrada a partir de la recogida de datos sobre
dos aspectos de unos mismos individuos.

Representacion conjunta de dos variables mediante una nube de puntos a partir de una
tabla, 0 viceversa.

Interpretacion de una tabla o nube de puntos. Conclusiones sobre la variable.

Construccion gréfica de la recta que mas se ajuste a una nube de puntos. Significado y cl-
culo del «centro» de la nube.

Asociacion de valores dados del coeficiente de correlacion de varias distribuciones bidimen-
sionales con sus nubes de puntos correspondientes.

Interpretacion de la mayor o menor relacion entre dos variables, segtn el valor y el signo del
coeficiente de correlacion.
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— Asignacion de un valor aproximado al coeficiente de correlacion de una distribucion bidi-
mensional.

— Extrapolacion de valores desconocidos de las variables de una distribucion bidimensional a
partir de su recta de regresion y andlisis y grado de garantia de los valores obtenidos, segun
sea el coeficiente de correlacion de dicha distribucidn.

Actitudes:

— Reconacimiento y valoracién de la utilidad del tratamiento gréfico para el estudio de la inte-
rrelacion entre aspectos diversos de la vida cotidiana.

— Actitud critica ante las relaciones entre variables que se presentan en los medios de comuni-
cacion.

Pulcritud, claridad y orden en la presentacion de informes.

Valoracion del trabajo en grupo que facilita el andlisis de las interrelaciones de las variables
en estudio.

Actividades

(*) La representacion de puntos y rectas en el plano son los conocimientos previos requeridos
para realizar las siguientes actividades. Se supone que estos conocimientos ya han sido adquirido
en el ndcleo temético de funciones.

A continuacion se plantearan actividades en las que tengan que recoger datos sobre dos cues-
tiones cercanas a ellos e investigar la posible relacion existente entre ambas.

Cada grupo de alumnos podra trabajar en cuestiones distintas, siempre relevantes para ellos;
por ejemplo: Numero de horas semanales dedicada al estudio de las distintas asignaturas y resulta-
dos en la evaluacion.

Una vez recogidos los datos, se trabajard en su sistematizacion, construyendo tablas numéricas,
representando gréficamente la nube de puntos, calculando su «centro» y su posible ajuste mediante
una recta que pase por él.

Con el trabajo de todos los grupos, se planteard a toda la clase, con transparencias, la posible
mejora del ajuste grafico (recta de regresion) y la asignacion de un valor aproximado y un signo a la
relacion que exista entre ambas variables en cada caso. Esto (iltimo puede resultar dificil, por lo que
debe ser precedido de la presentacion de diversas nubes de puntos y valores del coeficiente de
correlacion para que, mediante la asociacion de unas con otros, los alumnos se familiaricen con la
idea de correlacion y puedan hacer después estimaciones de los casos estudiados.

(*) Aqui, se hace necesaria la realizacion individual de una actividad de asociacion de nubes de
puntos y coeficientes de correlacion de varias distribuciones dadas, para conocer el grado de com-
prension de los mismos.

Se haran extrapolaciones de datos que no se han podido registrar y se analizara el grado de fia-
bilidad de los resultados obtenidos segun el valor del coeficiente de correlacion en cada caso.

Por (ltimo, se pedira a cada grupo de alumnos la presentacion pulcra y ordenada de un informe
sobre el trabajo realizado en el que se analicen criticamente las relaciones encontradas entre las
cuestiones en estudio.

(*) Dicho informe sera muy importante para la evaluacion de la Unidad.




(*) Para finalizar se realizard una prueba individual escrita en la que se planteara una actividad
que englobe los aspectos fundamentales estudiados:

Dada una tabla de valores correspondientes a dos variables, representar la nube de puntos, hallar su
«centro», construir graficamente la recta que mejor se ajuste a la nube, asignar un valor aproximado y un
signo al coeficiente de correlacion, y extrapolar algunos valores, analizando el grado de fiabilidad que puede
esperarse.

Esta prueba se valorard, no tanto por la exactitud de los célculos realizados (que por otra parte
son minimos), como por el grado de comprension alcanzado en los conceptos y la expresion de los
razonamientos en la justificacién de sus conclusiones.

Recursos

Libros:

— AZARQUIEL, GRUPO. Correlacion y regresion: una introduccion intuitiva. Madrid, ICE de la UAM.
Col. Monografias. nam. 5. 1985.

La probabilidad surgio a partir del juego, y su aprendizaje habra de llevarse a cabo mediante una
metodologia que lo propicie y una actitud participativa de los alumnos, a través del planteamiento de
problemas concretos, experimentos reales o simulados.

No hay que olvidar que, aunque las primeras matematizaciones no se realizaron hasta el siglo
XVI, el azar esté presente desde la prehistoria, siempre a través de los juegos.

También hay que tener en cuenta que, aunque la actual reforma educativa propone el tratamiento
del azar desde edades tempranas, nuestros actuales alumnos probablemente no tengan otro bagaje
en la materia que el obtenido en 3.° de ESO. Se debe actuar, por tanto, con cautela y, en todo caso,
no utilizar planteamientos axiomaticos, ni del algebra de Boole, ni hacer uso de la combinatoria
como técnica de recuento.

Durante este curso se insistira en que los alumnos reconozcan los experimentos en los que
interviene el azar, a pesar de ser un contenido que debe estar presente en cursos anteriores. Se for-
maliza mas el concepto de espacio muestral expresandolo de diferentes formas: conjuntos, diagra-
mas, etc. También se estudian la union e interseccion de sucesos como necesarios para describir el
resultado de un experimento, asi como sus probabilidades. No es necesario que todos los alumnos
lleguen a simbolizar lo anterior utilizando la notacion conjuntista.

Por (ltimo, no olvidemos que la teoria de la probabilidad es, junto con la estadistica, y en estre-
cha relacién con ella, una de las ramas de las Matemaéticas con mas aplicaciones en las ciencias
naturales, econdmicas y sociales.

La cuantificacion de la incertidumbre es una aportacion de gran importancia, ya que si se cono-
ce el grado de aproximacion, se pueden hacer predicciones. Esto puede contribuir también a una
vision menos determinista de los sucesos en la educacion cientifica, a una vision menos cerrada de
las matematicas, y proporcionar una filosofia del azar que contribuya a la comprension del mundo
actual.

Azar
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Secuencia: Unidades didacticas

UNIDAD TIEMPO
DIDACTICA TiTuLo DEDICADO
142 Espacio muestral y sucesos. Asignacion 2

: de probabilidades semanas
152 Probabilidad condicionada. Experimentos 2
\ compuestos. semanas
Unidad 14

ESPACIO MUESTRAL Y SUCESOS. ASIGNACION DE PROBABILIDADES

Objetivos

Distinguir entre fendmenos aleatorios y deterministas en la vida cotidiana y en los dmbitos
cientificos, econdmicos y sociales.

Utilizar el vocabulario adecuado en la descripcion de experiencias de azar, asi como detectar
los errores mas comunes que subyacen en las creencias populares sobre las mismas.

Identificar el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio asi como los sucesos
elementales.

Distinguir fendmenos equiprobables de los que no lo son.
Asignar probabilidades por distintos procedimientos.
|dentificar un suceso como union o interseccion de otros.

Reconocer sucesos compatibles o incompatibles, dependientes e independientes.

Contenidos

Conceptos:

Espacio muestral. Sucesos elementales. Suceso contrario, unidn e interseccion.
Técnicas de recuento: diagramas de arbol y contingencia, tablas y graficas de frecuencias.

Asignacion de probabilidades: por regularidades y/o simetrias de sus frecuencias, a partir de
la ley de los grandes numeros, mediante la regla de Laplace, etc.

Probabilidad del suceso contrario.
Sucesos dependientes e independientes.

Sucesos compatibles e incompatibles.

Procedimientos:

— Distincion entre fenomenos aleatorios y deterministas a partir de multiples ejemplos de

ambitos cercanos al alumnado y de las diversas ciencias.
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— Utilizacion del vocabulario adecuado en la descripcion de fendmenos aleatorios y deteccion
de los errores mas frecuentes de las creencias populares.

— Construccion del espacio muestral asociado a un experimento utilizando diversas expresio-
nes tales como: conjuntos, tablas cartesianas, diagramas de arbol, contingencia, etc. Deter-
minacion de sucesos elementales y compuestos.

— Utilizacion de técnicas de recuento para la asignacion de probabilidades y reconocimiento de
simetrias y regularidades, en su caso.

— Obtencion de nimeros aleatorios para la realizacion de simulaciones de situaciones de azar.
— Distincién entre fendmenos equiprobables o no.
— Asignacion de probabilidades mediante Ia regla de Laplace para sucesos equiprobables.

— |dentificacion de los sucesos sequro e imposible, de la union, interseccion y complementa-
cion de sucesos.

— Reconocimiento de sucesos compatibles e incompatibles, dependientes e independientes.

Actitudes:
— Curiosidad e interés por investigar situaciones de azar en la vida cotidiana.
— Sentido critico ante las creencias populares sobre el azar.
— Precision y espiritu creativo en el disefio, y observacion de experiencias de azar.
— Valoracion del trabajo en equipo como medio més idoneo para llevar a cabo experimentos
aleatorios.
Actividades

Si la probabilidad naci6 del juego, como se decia en la introduccidn, es jugando como mejor
puede aprenderse. Por tanto, es necesario realizar numerosos experimentos aleatorios y simular
otros mediante el uso del ordenador u otros medios. También se recurrira a las tablas de nimeros
aleatorios obtenidos a partir de ordenadores y calculadoras.

Parece conveniente, por tratarse de la opcion B de 4.° de la ESO, cuidar la precision en el uso
del lenguaje probabilistico y tratar de erradicar numerosos errores procedentes de creencias popula-
res, para lo que seria conveniente proceder con cautela, conceder tiempo suficiente a los debates,
de modo que salgan fuera las ideas subyacentes, ahondar en las que sean validas y desarrollarlas,
detectar y eliminar las falsas, 0 matizar las imprecisas. El grado de consecucion de estos objetivos
en 3.° es fundamental para una mayor 0 menor insistencia en estos aspectos en el presente curso.

Es también oportuno, para un alumno que termina la ESO, educar su capacidad en la toma de
decisiones ante los juegos de azar que en nuestro pais son tan numerosos, por ejemplo: loterias,
quinielas, maquinas tragaperras, etc.

Las actividades siguientes sirven de ejemplo para trabajar los aspectos mencionados anterior-
mente:

— Generacion de numeros aleatorios con ordenador o calculadora.
— Utilizacion de tablas de nimeros aleatorios.

— Ruletas numéricas o divididas en zonas de distintas areas.
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— Juegos equitativos.

— Simulacion de sorteos; de movimientos de insectos en distintos tipos de recintos y con dis-
tintas condiciones.

— Movimientos de fichas en tableros.

Para el planteamiento de las actividades concretas, como se ha indicado anteriormente, se nece-
sita conocer lo mas aproximadamente posible «lo que saben y lo que creen saber» nuestros
alumnos. Por esto, se propone que el profesor les pase una encuesta (Anexo 1) para, a partir de los
resultados obtenidos, poner énfasis en aquellos aspectos en los que se detecten los mayores erro-
res y dificultades. En el proceso que se describe a continuacion, se hace referencia a las preguntas
de la encuesta relacionadas mas directamente con ellos. Se escribirdn los nimeros correspondien-
tes entre parentesis, para que, segln los resultados obtenidos en cada caso, se actlie en conse-

cuencia. Esta cita posibilita también que el profesor tome las actividades de la encuesta como
modelo.

(*) Esto servird, por supuesto, de evaluacion inicial de la Unidad. Es también importante la lectu-
ra de los comentarios que se hacen a la encuesta (también incluidos en el mencionado anexo) y
compararlos con la realidad de nuestros alumnos.

Una vez realizado este estudio, se podria trabajar de la siguiente manera:

— Para conocer el lenguaje del azar, se comenzard por un debate en el que se precisen los tér-
minos «posible» y «probable», «<sumamente dificil», «improbables, «imposibles, etc., y se
comentardn y se harén actividades similares a la propuesta en el nimero 11 de la encuesta.
Tambien se tratarg de clarificar en este debate inicial sus concepciones sobre si el azar tiene
0 no «memoria» (5, 12 y 26).

— A continuacion se realizaran actividades para la asignacion de probabilidades por frecuen-
cias relativas (1, 2, 4 y 13).

Si'los alumnos no distinguen suficientemente entre sucesos equiprobables y 10s que no lo
son, no se puede empezar rapida e indiscriminadamente a utilizar la regla de Laplace. Habra
que reforzar previamente estos aspectos mediante la realizacion de numerosas actividades
en las que se aplique la «ley de los grandes niimeros» (24 y 25), se busquen regularidades
(12y15), y se utilice la proporcionalidad numérica (6, 7, 8, 9 y 10) y geométrica (3, 14 y 18).
Es buen momento para insistir en ambas. Es posible que los alumnos hayan tenido serias
dificultades en las situaciones geométricas planteadas (de 19 a 23).

— Se realizaran por grupos experimentos-juegos. Deberdn hacer hip6tesis sobre las distintas
probabilidades (p. e., la probabilidad de ganar).

— Se construirdn tablas de frecuencias que seran utilizadas para calcular probabilidades. Se
comprobard en un caso concreto en el que la probabilidad es conocida, que las frecuencias
refativas tienden a 1a probabilidad al aumentar el niimero de pruebas.

(*) Es buen momento para observar algunos cuadernos y plantear individualmente alguna acti-
vidad que recoja 'o fundamental de lo realizado para valorarlas y averiguar el grado de comprension
del alumnado.

— Con posterioridad se utilizard la Regla de Laplace viendo que es un caso particular de lo
anterior cuando los sucesos son equiprobables.

— Entodas estas actividades, el alumno ha iniciado, de manera méas o menos rigurosa, la
construccion de espacios muestrales y el profesor ha debido plantear cuestiones acerca de
todos los resultados posibles del experimento 0 juego.




Ahora es el momento de que el profesor formalice las ideas sobre espacio muestral, dando su
definicion, al igual que la de suceso elemental, suceso seguro e imposible y compuesto. Pedira a
los alumnos que escriban los espacios muestrales de los experimentos anteriores y dejara que ellos
mismos organicen la representacion del mismo. Posteriormente se sistematizaran las distintas for-
mas de representar el espacio muestral.

Se calcular la probabilidad de los sucesos elementales y de los sucesos seguro e imposible.

Para la presentacion de sucesos compuestos se describird un suceso como union o intersec-
cion de otros 0 como contrario de uno dado. Los alumnos pueden utilizar las siguientes notaciones:

AoB«>A\UB AyB «>ANB, contrario a A< A > A°

Una vez que el alumno ya ha visto que un suceso se puede expresar como union o interseccion
de dos, se trata ahora de que distinga:

En la interseccidn, si los sucesos son dependientes o independientes y, en este ultimo caso, que
el primer suceso condicionara la realizacion del segundo. La forma mas fécil de introducir esto es la
realizacion de pruebas con y sin reemplazamiento.

En la union, si los sucesos son compatibles o incompatibles, identificando el suceso intersec-
cién de ambos en el primer caso.

(*) Antes de pasar a la sequnda Unidad, se realizard una prueba individual escrita en la que se
valorara fundamentalmente la representacion de espacios muestrales, la asignacion de probabilida-
des de sucesos elementales y la distincion de sucesos equiprobables de los que no lo son. Se com-
probard si se ha llegado o no al grado de comprension suficiente de la dependencia e independen-
cia de sucesos y de la compatibilidad e incompatibilidad de sucesos, para poder asignar
probabilidades en estos casos en la siguiente Unidad. Esto servird también de evaluacion inicial de
la misma.

Recursos

Encuesta (Anexo |).

Libros:

— Diaz, J.; BATANERO, C.; CANIZARES, M. J. Azar y probabilidad. Madrid, Sintesis. Col. Mateméticas:
cultura y aprendizaje. ndm. 27. 1988.

— CER0, GRUPO. Matematicas de Bachillerato. Curso 1. Barcelona, Teide. 1985.
— CERO, GRUPO. De 12 a 16, un proyecto de curriculum de matemadticas. Valencia, Mestral. 1987.

— NORTES CHECA, A. Encuestas y precios. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y aprendizaje.
nlm. 28. 1987.

Videos:

— Investigaciones Matematicas 10. BBC Enterprises. Distribuidora: International Education and Trai-
ning Enterprises. S.A.

Material manipulable:

— Fichas, dados, monedas, chinchetas, barajas, ruletas, urnas, tableros, etc.
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Unidad 15

EXPERIMENTOS COMPUESTOS. PROBABILIDAD CONDICIONADA

Objetivos
— Determinar si dos sucesos son dependientes o independientes.

— Calcular la probabilidad de la interseccion de dos sucesos, sean dependientes o indepen-
dientes.

— Calcular la probabilidad de la unin de sucesos, sean compatibles o incompatibles.

— |dentificar el espacio muestral asociado a un experimento compuesto, asi Como Sus SUcesos
elementales.

— Manejar adecuadamente técnicas de recuento para experimentos compuestos: diagramas
de arbol y tablas de contingencia.

— Distinguir si un suceso asociado a un experimento compuesto es dependiente o indepen-
diente.

— Saber valorar criticamente las informaciones probabilisticas que aparecen en los medios de
comunicacion y saber tomar decisiones en temas de azar.

Contenidos

Conceptos:
— Sucesos dependientes e independientes, compatibles e incompatibles.
— Interseccion de sucesos. Probabilidad.
— Union de sucesos. Probabilidad.
— Probabilidad condicionada.
— Espacio muestral y sucesos elementales asociados a un experimento compuesto.

— Técnicas de recuento: diagramas de arbol y tablas de contingencia.

Procedimientos:

— ldentificacion de sucesos dependientes e independientes, asignacion de probabilidades en
cada caso.

— Identificacion de sucesos compatibles e incompatibles, asignacion de probabilidades en
cada caso.

— Construccion del espacio muestral asociado a un experimento compuesto asi como los
sucesos elementales del mismo.

— Utilizacion de técnicas de recuento para experimentos compuestos. Diagramas de arbol y
tablas de contingencia.




— Reconocimiento de experimentos con reposicion y sin ella y asignacion de probabilidades en
cada caso.

— Andlisis critico de informaciones probabilisticas que aparecen en ambitos diversos y toma de
decisiones ante situaciones en las que interviene el azar.

Actitudes:
— Apreciacion de la diversidad de fendmenos aleatorios en la vida cotidiana.
— Valoracion de las aportaciones de la probabilidad para tomar cierto tipo de decisiones.

— Presentacion creativa y clara de los trabajos sobre azar, destacando la descripcion de los
experimentos realizados o el disefio de simulaciones.

Actividades

Esta Unidad se desarrolla en dos bloques de actividades, uno relacionado con la union e inter-
seccion de sucesos y probabilidad condicionada y otro para experimentos compuestos.

En el primero se propone una actividad relacionada con la estadistica en la que el profesor ira
proponiendo las siguientes tareas:

— Estudio sobre lo que piensan hacer los alumnos de 4° de Secundaria del instituto una
vez finalizado este curso. Para ello se explicaran las diferentes posibilidades.

— FElaboracion de una encuesta sobre: continuacion de estudios o no, estudios de bachille-
rato (qué modalidad), médulos profesionales (qué rama), ... teniendo en cuenta la variable
Sex0 y grupo.

— Realizacion de un muestreo aleatorio estratificado (segun sexo) considerando todos los
grupos de 4°. Una vez elegido el numero de alumnos de cada grupo que participaran en la
encuesta, eleccion de los nombres utilizando listas de clase y nimeros aleatorios. El profe-
sor debe proporcionales el material que necesitan: censo de alumnos de 4°, listas, etc.

El libro Encuestas y precios, de A. Nortes Checa (ver Recursos en esta Unidad), proporciona
abundante informacién sobre realizacion de encuestas y eleccion de muestras, ordenacion de los
datos obtenidos en la encuesta y realizacion de diagramas de arbol y contingencia.

Tras este trabajo estadistico previo, los alumnos contestarén a preguntas relativas a la probabili-
dad. Por ejemplo:

— ¢Cudl es la probabilidad de que al elegir un alumno al azar continde estudios de Bachillerato? ;Y de mddu-
los? ;Y de que no siga estudiando?

— Sabiendo que la persona elegida es mujer, jcudl es la probabilidad de que estudie Bachillerato modalidad
Tecnologfa?

— Sies hombre el elegido, ;cudl es la probabilidad de que estudie Bachillerato tecnol6gico o de ciencias de la
naturaleza y la salud?

— Si elegimos, con reemplazamiento, a dos alumnos, jcudl es la probabilidad de que sea hombre y estudie
bachillerato artistico? ;Y si lo hacemos sin reemplazamiento?

(*) Los alumnos deben entregar, por grupos, un trabajo en el que aparezcan las tablas de datos,
las probabilidades calculadas y la conclusiones sobre estos datos. Este trabajo servird como evalua-
cion.
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(*) Para la prueba individual escrita cada alumno debe tener los resultados de la encuesta. Se
propondran preguntas similares a las anteriores y deberan describir todo el proceso realizado. Tam-
bién se puede proponer un ejercicio de paso de un diagrama de contingencia a uno de &rbol.

El segundo bloque de actividades trata del estudio de experimentos compuestos. Hay que tener
en cuenta que puede ser la primera vez que el alumno se enfrente a este tipo de experimentos, por

lo que se trata fundamentaimente de que se familiarice con ellos en casos sencillos y generalmente
compuestos por s6lo dos experimentos.

A partir de la utilizacion de tablas de contingencia 2 x 2 y de diagramas de 4rbol, el alumno se
va familiarizando con determinadas situaciones correspondientes a experimentos compuestos y de
forma intuitiva tratard de asignar probabilidades a distintos sucesos elementales y compuestos. En

el libro Matemdticas de Bachillerato. Curso 1, del Grupo Cero, se describe la construccion de tablas
de contingencia y su utilizacion.

La realizacion de simulaciones a partir de tablas de nimeros aleatorios generados por ordena-
dor o calculadora, son también de gran importancia.

Las actividades sobre urnas, bifurcacion de canales y laberintos, grafos, etc., proporcionan situa-
ciones adecuadas para el estudio de experimentos compuestos.

(*) Como se han ido recogiendo mediante instrumentos diversos, a lo largo de las dos unidades,
datos sobre el grado de comprensién alcanzado por los alumnos en los distintos aspectos tratados
en ambas, se realizard al término de las mismas una prueba escrita que se centre fundamentalmente
en un experimento compuesto, y se valoraré la construccion del espacio muestral, del diagrama de
arbol ylo tabla de contingencia correspondiente, y la asignacion de probabilidades de sucesos no
excesivamente complicados. Esto se hard mediante alguna actividad similar a la siguiente:

Tenemos dos bolsas. En una de ellas hay 4 bolas blancas y 5 negras. En la otra, 2 bolas blancas, 6
rojas y 3 negras. Nos inventamos un juego que consiste en lo siguiente:

Tiramos un dado. Si sale mdltiplo de tres, cogemos una bola de la primera bolsa. En caso contrario, la
sacamos de la segunda bolsa. Ganamos si al terminar el experimento hemos conseguido una bola roja.

¢Qué es més fécil, ganar o perder?

Segun lo que se haya avanzado en experimentos compuestos, se podrian afiadir cuestiones

parecidas en las que interviniesen bolas blancas o negras.

Ver Recursos en la Unidad 14.




Desarrollo de la Unidad: Secciones
de los cuerpos redondos

El disefio de esta Unidad didactica tiene la siguiente estructura: conocimientos previos, objeti-
vos, contenidos, actividades, recursos y bibliografia. Cada uno de estos puntos se desarrolla en un
apartado.

El objetivo de esta introduccion es mostrar al profesor algunas caracteristicas de la Unidad
didactica que no estan expresadas en el resto de los apartados del capitulo. Estas caracteristicas
serian la respuesta a las preguntas que desarrollamos a continuacion:

¢Estan las conicas presentes en el curriculo de la Educacion Secundaria Obliga-
toria?

Los contenidos del 4rea de Matematicas de la Educacion Secundaria Obligatoria estén distri-
buidos en cinco bloques: Nimeros y Algebra, Medida, Geometria, Funciones y Estadistica y Proba-
bilidad. La Geometria (llamada «Representacion y organizacion en el espacio») es tanto por sus
contenidos, como por su tratamiento diddctico, una de las partes mas novedosas del curriculo de
esta etapa.

En el Decreto por el que se establece el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria (*)
aparecen los contenidos del area de Matematicas que se deben incluir en cada uno de los bloques.
Uno de los contenidos geométricos propuestos es «Elementos caracteristicos de poligonos y coni-
cas». Como se puede observar, esta expresado de forma muy general, lo que permite que se trabaje
en distintos niveles dependiendo de los objetivos concretos que se pretendan: grado de conocimien-
to sobre las cénicas y sus definiciones, qué método de definicion se va a elegir, profundizacion en
las conicas como lugares geométricos, estudio meramente intuitivo, utilizacion de procedimientos
analiticos, etc. En los apartados posteriores se concretaran las propuestas de las autoras sobre
estos aspectos, aunque debe ser el equipo de profesores que desarrolla la Unidad el que matice su
contenido, adaptandolo a sus alumnos.

;Como se relaciona esta Unidad con el resto de unidades propuestas en la secuencia?

En el capitulo Il de este documento se describe una propuesta de secuencia y desarrollo de los
objetivos y contenidos del cuarto curso, opcion B, de Educacion Secundaria Obligatoria. Alli puede
verse que esta Unidad didactica (Secciones de cuerpos redondos) forma parte de un conjunto de
unidades dedicadas a la Geometria. La relacion entre ellas permite que el estudio de las secciones
conicas se sitia en un contexto mas amplio que ayuda a su comprension:

(*) Real Decreto 1.345/1991, de 6 de septiembre (BOE nimero 220, de 13 de septiembre de 1991).

Introduccion
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Cuerpos redondos: cilindro, cono y esfera

v

Secciones de los cuerpos redondos:
— Cilindro
—Cono ------- » conicas

Coordenadas geogréficas y medida del tiempo

Asi los conocimientos adquiridos en una Unidad sirven de base para la posterior. En el caso de
las secciones, los conocimientos previos seran los del tema sobre cuerpos redondos junto con algu-
nas estrategias generales (ver apartado 2). Esto quiere decir que los contenidos especificos del tema
se abordan desde el principio, ya que lo habitual seré que no se haya estudiado nada sobre las coni-
cas en cursos anteriores (salvo la circunferencia, aunque no como seccién c6nica), no porque no
sea posible, sino por la procedencia de los alumnos a los que va dirigida esta Unidad ya que en EGB
este tema no estd incluido en los programas y en 3.° de ESO la parte de tiempo dedicada a la Geo-
metria se utiliza para tratar otros contenidos: poligonos, poliedros, medidas, Teorema de Pitagoras,
Teorema de Tales, etc., y no hay tiempo para estudiar las conicas.

Partiendo de estos conocimientos, las actividades propuestas (ver Actividades) pretenden con-
seguir que el alumno tenga una visién amplia y completa sobre las secciones de los cuerpos redon-
dos (especialmente las cénicas). Ademds, algunas de ellas deben ser trabajadas con el rigor mate-
matico que requiere la opcion B del cuarto curso.

¢Por qué hemos desarrollado esta Unidad?

Al'inicio de esta introduccion hemos sefialado que la Geometria era, tanto por sus contenidos
como por su tratamiento didactico, una innovacion en la ensefianza para los alumnos de secunda-
ria. En el caso de las conicas la situacion actual es la siguiente:

— Los programas correspondientes al ciclo superior de la EGB y 1.° y 2.° de EEMM no inclu-
yen nada sobre conicas.

— En 3.° de BUP este estudio se hace exclusivamente de forma analitica supeditando todo el
conocimiento a un buen manejo de las ecuaciones.

Por estos motivos hemos desarrollado esta Unidad intentando dar un enfoque puramente geo-
métrico, sin necesidad de recurrir al planteamiento analitico.

Ademds de las cuestiones planteadas anteriormente, debemos explicar dos aspectos que tienen
especial interés: Ia utilizacion de materiales y las adaptaciones de esta Unidad a distintos niveles de
alumnos.

En el capitulo | de este documento ya se ha sefialado la importancia que le concedemos a los
materiales en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las Matematicas. En esta Unidad esa impor-
tancia es evidente, ya que los alumnos inician su aprendizaje sobre las conicas experimentando con
conos prefabricados. Es posible que al profesor le sea dificil encontrar este material, pero debe
intentar conseguirlo, pues con €l la obtencion de las distintas familias de conicas es muy sencilla, y




son los propios alumnos los que las construyen y definen. Por si esto no fuera posible, pueden
construirse los conos con plastilina o cartulina.

Por supuesto, el material tiene sus limitaciones. En este caso el tinico problema esté en que al
cortar un solo cono, no se pueden obtener las dos ramas de una hipérbola. Para solucionarlo se
dan algunas indicaciones en el apartado correspondiente.

En cuanto a las adaptaciones, sefialaremos que en la Unidad incluimos actividades dirigidas a
aquellos alumnos que resuelven rapidamente y sin dificultad las propuestas hechas a toda la clase,
por lo que terminan antes que el resto de sus compafieros. También damos algunas indicaciones y
describimos actividades complementarias para aquellos que tengan problemas para lograr el objetivo
pretendido. Ambas propuestas se escriben con letra cursiva para que el profesor pueda identificarlas.

Por Gltimo, como el profesor puede comprobar, cada actividad principal lleva una o dos como
refuerzo. El profesor puede suprimir alguna de ellas cuando lo crea necesario.

Conocimientos previos
— Medidas de angulos.
— Cono y sus elementos, especialmente la generatriz.
— Organizacion de datos en tablas.
— Cierta experiencia en procesos de generalizacion.

Objetivos
— Mejorar la vision espacial. Utilizar las secciones planas de un cuerpo para representarlo en el plano.

— Determinar de cudntas maneras distintas se pueden cortar una esfera y un plano. Determi-
nar qué condiciones deben darse para que el circulo de corte sea maximo.

— Reconocer la forma de la circunferencia, la elipse, la hipérbola y la parabola.
— Conocer algo sobre la historia del estudio de las conicas.

— Obtener las formas anteriores mediante la interseccion de una superficie conica y distintos
planos. Conocer como debe ser el corte para que el resultado sea una circunferencia, una
elipse, una hipérbola o una parabola.

— Describir las conicas como lugares geométricos. Definir sus elementos.
— Dibujar cénicas.

— Relacionar la forma de la conica con su excentricidad.

— Reconocer las conicas en distintas formas reales.

Contenidos

Conceptos
— Circunferencia, elipse, hipérbola, parabola. Elementos.
— Excentricidad.
— Clrculos méaximos y paralelos de una esfera.

Planteamiento

de la Unidad
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Procedimientos

— Obtencion de las conicas a partir de la interseccion de un cono y un plano. Descripcion de la
relacion plano-cono para obtener cada una de ellas.

— Clasificacion de figuras.
— Comentario de un texto sobre la construccion de las conicas de Apolonio.
— Trazado de las conicas por puntos.

— Ordenacion en tablas de distintos datos referentes a conicas. Generalizacion a partir de las
tablas de las propiedades de los puntos de cada conica.

— Calculo de la excentricidad. Relacion con la forma de la conica.
— ldentificacion de secciones conicas en situaciones y objetos reales.

Actitudes

— Interés y gusto por la descripcion verbal precisa de las caracteristicas de las conicas y de
sus elementos, asi como de los procesos de resolucion de problemas.

— Perseverancia en la busqueda de soluciones.

— Confianza en la propia capacidad para percibir los cuerpos en el espacio y sus interseccio-
nes con planos.

Actividades

Las actividades de ensefianza y aprendizaje, junto con las de evaluacion, estan organizadas en 6
bloques:

— Tomografias.

— Secciones del cono.

— Trazado de conicas y elementos caracteristicos.
— Propiedades de los puntos de una conica.

— Excentricidad.

— (onicas y situaciones reales.

Como se puede comprobar en el desarrollo posterior, cada bloque introduce nuevos contenidos
que amplian o matizan los anteriores. Su estructura es la siguiente:

Qué se pretende

Se explican las intenciones con que son propuestas las actividades. No se trata de una relacion
de objetivos, que ya han sido enunciados en el apartado 3, sino de «contar» al profesor el interés del
desarrollo posterior y las posibles complicaciones.

Materiales necesarios

Se especifican los materiales que se van a utilizar en las actividades del blogue.

Proceso

En este apartado se describe todo el proceso de puesta en practica de la Unidad. Por lo tanto,
ademas de las actividades que se deben proponer a los alumnos, se incluyen sugerencias para el
profesor. En el anexo Il incluimos algunos de los gréficos o dibujos de las actividades para que el
profesor tenga oportunidad de fotocopiarlos, bien en papel, bien en acetatos.




Recursos necesarios
— Regla y cartabon.
— Compas.
— Planchas de corcho o carton.
— Cuerdas o hilos.
— Chinchetas.
— Conos prefabricados (cartulina o plastilina).
— Cuchilla.
— Papel milimetrado.
— Papel vegetal.
— Calculadora.
— Retroproyector, acetatos y rotuladores apropiados.

— Libro sobre historia de las Matematicas.

Bibliografia
— ARGUELLES, J. Historia de la Matematica. Madrid, Akal. 1989.
— BOYER, C. B. Historia de la Matematica. Madrid, Alianza. Col. Alianza Textos. vol. 94. 1986.

— CERO, GRUPO. Matemadticas de 3.° de BUP Geometria y conicas. Valencia, ICE de la Universidad
de Valencia. Investigaciones didacticas. 1982.

— Rio, J. DEL. Aprendizaje de las matemadlicas por descubrimiento. Una aplicacién al estudio de
conicas. 2. volimenes: Libro del alumno y guia del profesor. Salamanca, ICE de la Universi-
dad de Salamanca. 1990.

— Rio, J. DEL. «;Coémo cambiar las concepciones erroneas de los estudiantes? Una experiencia en
matematicas». Revista Suma n.® 11y 12 (pp. 9-24). 1992,

Tomografias

Qué se pretende
Las actividades propuestas a continuacion tienen una doble finalidad:

— Relacionar la geometria espacial y la plana a partir de las secciones de cuerpos geométri-
cos por series de planos paralelos. Utilizar esta relacion para representar un cuerpo en el
plano.

— Introducir las conicas como secciones de un cuerpo geomeétrico concreto: el cono.

Desarrollo
de las
Actividades
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Material
— Lapiz y papel.
— Reglas.

Proceso

El profesor explicara que la tomografia es una técnica médica de exploracion de 6rganos corpo-
rales. Consiste en ver como serian las secciones del 6rgano estudiado si lo cortasemos por planos
paralelos. Se utilizan rayos X, resonancia magnética, ultrasonidos, etc.

Para apoyar esta explicacion, mostrara a los alumnos la «tomografia» de un objeto de la clase
que sea sencillo, por ejemplo:

Que corresponde a la tomografia de un pupitre realizando cortes paralelos al tablero superior. A
continuacion propondrd la siguiente actividad que los alumnos deben realizar en grupos de 2 6 3.

ACTIVIDAD 1: TOMOGRAFIA DE UN CUERPO GEOMETRICO

Aqui tenéis distintas tomografias de un objeto.

Debéis decir de qué objeto se trata y explicar cuales son los planos de corte.




Si'los alumnos tienen dificultades para identificar el cubo, abandonaran momentane-
amente a actividad y el profesor les pedira que dibujen la tomografia de algtin objeto
sencillo elegido por ellos. A continuacion les mostrara varios poliedros indicando que la
tomografia corresponde a uno de ellos. Si el profesor lo cree conveniente, puede iniciar
|a actividad ensefiando estos cuerpos a todos los alumnos.

Si alguin grupo resuelve el problema antes que los demads, el profesor les propondra
algunas de las siguientes actividades de ampliacion:

— Dibuijar otras secciones del cubo.
— Estudiar como varian los perimetros de las distintas series de secciones.
— ¢Se puede obtener como seccion un pentagono regular?

ACTIVIDAD 2: TOMOGRAFIAS DEL CILINDRO Y LA ESFERA

Haz un dibujo con todas las tomografias distintas del cilindro y de la esfera que puedas encon-
trar. Describe las caracteristicas de las secciones que obtengas y la posicion del plano de cor-
te que las produce. Haz una clasificacion.

De nuevo, el profesor puede optar por proporcionar a cada grupo de alumnos un cilindro y una
esfera, aunque en este caso no sea tan necesario, ya que esta es la forma de muchos objetos reales
(vasos, lapices, tubos, pelotas, frutas, etc.).

Secciones del cono
Qué se pretende

Con la primera actividad los alumnos obtienen las cdnicas a partir de las secciones de un
cono. En a resolucion del problema deben poner en juego diversas estrategias:

— Organizacion de su trabajo para no repetir cortes o hacer cortes innecesarios.

— Paso de la figura concreta (figura de corte) a la figura geométrica: circunferencia, elipse,
hipérbola y parabola.

— Clasificacion de las conicas.
— Descripcion de las caracteristicas de los planos de corte.

En la segunda actividad los alumnos tratan los mismos contenidos que en la actividad anterior,
pero desde un punto de vista historico. A partir del andlisis del texto que se propone conocerdn
algunas caracteristicas de la Matematica griega y las aportaciones de Apolonio al conocimiento
sobre las conicas. En (ltima instancia se trata de que los alumnos conozcan una pequeda parte de
la historia de las Mateméticas y la utilicen para adquirir conocimientos.

Material

— Conos prefabricados con material que se pueda cortar.
— Cutter.

— Lapiz y papel

— Video.
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— Retroproyector, acetatos y rotuladores.
— Libro sobre historia de las Matematicas.

— Texto fotocopiado.

Diccionarios.

Proceso

El profesor utilizara la Ultima actividad realizada (secciones del cilindro y la esfera) para explicar
a sus alumnos el objetivo de a siguiente actividad: encontrar todas las secciones sustancialmente
distintas de un cono. Entregara a cada grupo de 2 6 3 alumnos varios conos y cutter (cuchilla), y
planteara la actividad que a continuacion se enuncia. Para que los alumnos obtengan las dos ramas
de la hipérbola, se les deberian proporcionar conos de doble hoja, pero no suelen encontrarse en el
mercado. Por ello, una vez obtenida una de las ramas el profesor debe preguntar a los alumnos qué

sucederia con todas las secciones si el cono fuera doble, es decir, si tuviéramos dos conos unidos
por el vértice.

ACTIVIDAD 3: SECCIONES DEL CONO. CLASIFICACION DE LAS CONICAS

* ;Cudntas figuras distintas podemos obtener al cortar el cono?

— Explicad cuando considerais que dos figuras son distintas y haced una clasificacion.

— Describid como deben ser los planos de corte para que se obtenga cada una de las
conicas.

— Escribid vuestras conclusiones en un acetato para exponerlas a todos los comparieros.

Sino se dispone del material sefialado, se pueden construir los conos con plastilina o cartulina.
Como minimo los alumnos deben llegar a las siguientes conclusiones:

— Se obtienen 4 familias secciones: la circunferencia, la elipse, la hipérbola y la parabola. Si
aparece el caso de dos rectas que se cruzan, se aceptara como seccion conica.

— Inicialmente debemos dejar que los alumnos elijan sus propias referencias para situar y des-
cribir como deben ser los planos de corte que dan lugar a las distintas secciones. Aprove-
chando el planteamiento de algtin grupo, o bien como sugerencia del profesor, al final los
alumnos deben aceptar esta descripcion:

CONICA ~ PLANO DE SECCION
Circunferencia Perpendicular al eje del cono
Elipse Corta a todas las generatrices del cono
Parédbola Corta a todas las generatrices del cono menos a una, a la cual es paralelo
Hipérbola Deja sin cortar a méas de una

En el caso en que los alumnos hayan entendido como se obtienen las dos ramas de la hipérbo-
la, se llegara a la conclusion de que el plano de seccion corta a todas las generatrices del cono
menos a dos, a las cuales es paralelo.




A continuacién, el profesor explicara que la investigacion que los alumnos acaban de realizar fue
hecha por un matematico griego llamado Apolonio y propondré el estudio del siguiente texto. (Se
sugieren algunas preguntas que los alumnos deben responder).

ACTIVIDAD 4: LAS CONICAS POR APOLONIO DE PERGA

Una de las caracteristicas fundamentales de los mateméticos griegos era su preocupacion por siste-
matizar todos los conocimientos, tanto los procedentes de civilizaciones anteriores (Egipto y Mesopota-
mia) como los producidos por ellos mismos. En el mundo griego, la matemética se desvincula de los pro-
blemas précticos de |a vida ordinaria y pasa a tener interés en si misma. Pondremos algunos ejemplos:
Pitéagoras (s. VI a. C.) atribuyd a los nimeros naturales una gran importancia e intentd formular todos los
fenémenos de la naturaleza en términos numéricos. La aparicién de los nimeros irracionales unida a algu-
nas paradojas (por ejemplo, la de Zendn) desestabiliz6 este sistema numérico e hizo que la geometria fue-
ra considerada como la ciencia verdadera. Toda demostracion, para que fuera considerada como tal,
debia ser geométrica.

Euclides de Alejandria (s. Ill a.C.) realiza en su obra Elementos una exposicion en un orden lgico de
todos los fundamentos de la matematica elemental. EI, junto con Arquimedes de Siracusa y Apolonio
de Perga, hicieron que esta época fuera llamada «Edad de Oro» de la matematica. Arquimedes realizé
numerosos inventos mecanicos, pero siempre estuvo més interesado en sus principios teéricos que en su
aplicacion practica.

La obra maestra de Apolonio es su libro Cdnicas. En €l se recoge todo lo que se sabia entonces sobre
las secciones conicas. Anteriormente a Apolonio ya se conocian la elipse, la hipérbola y la parébola.
Menecmo las obtuvo mediante la interseccion de un cono con un plano perpendicular a la generatriz; si
el dngulo en el vértice del cono era agudo, la seccidn era una elipse; si era recto, una parabola, y si era
obtuso, una hipérbola. La contribucion de Apolonio fue la de demostrar, de manera sistemtica, que no es
necesario considerar 3 tipos de conos, sino que basta con uno si variamos la inclinacién del plano de cor-
te. De esta manera se conseguia unificar las 3 curvas. Traté ademds el problema desde un punto de vista
mé&s moderno al sustituir el cono de una sola hoja por un cono de dos hojas, con lo que conseguia las dos
ramas de la hipérbola.

También fue Apolonio el primero en utilizar las palabras elipse, hipérbola y parabola para nombrar a
estas curvas.

El alumno debe responder a las siguientes cuestiones:
— Haz un resumen y un esquema del texto.
— Comenta la frase:

«Una de las caracteristicas fundamentales de los matematicos griegos era su preocu-
pacion por sistematiza todos los conocimientos, ...».

— ¢Qué método de construccion de conicas te parece mas sencillo, el de Menecmo o el de
Apolonio? ¢Por qué? ;Cual es el mas importante mateméticamente?

Si el profesor lo considera necesario, puede ampliar esta actividad y plantear més preguntas e
investigaciones. Por ejemplo:

— Escribe los nimeros irracionales que conozcas. ;Por qué crees que rompieron la «confian-
za» que los pitagéricos tenian en los nameros? Investiga cudl fue el primer namero irracional
que se reconocio que no era una fraccion.

— ¢Conoces alguno de los inventos de Arquimedes? ;Y alguna de las leyes que enuncio?
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Trazado de las cnicas y elementos caracteristicos

Qué se pretende

Hasta el momento los alumnos saben que las cnicas se obtienen al intersecar un plano y un
cono. Ahora pretendemos que los alumnos aprendan los métodos de dibujo que permiten el trazado
de cada una de ellas y que las identifiquen con las secciones del cono.

El profesor se basara en los dibujos hechos para definir los elementos caracteristicos de cada
conica y propondra una actividad en la que se debe utilizar esta definicion.

Material

Se detalla en el siguiente apartado.

Proceso

El profesor explicard a toda la clase el objetivo de las siguientes actividades: dibujar las figuras
que han obtenido con anterioridad. A continuacién él mismo dibujara una circunferencia, una elip-
se, una hipérbola y una parébola, siguiendo los métodos que a continuacion se exponen:

Trazado de la circunferencia

Utilizando un compas.

Trazado de la elipse (método del jardinero)
Material: Plancha de corcho o carton, dos chinchetas e hilo.

1. Se ata cada extremo del hilo en una chincheta.

C/D

2. Se pinchan las chinchetas en el corcho (carton).

—




3. Se desliza un lapiz por el hilo manteniéndolo tenso.

o

Trazado de la hipérbola
Material: Una plancha de corcho o cartdn, dos chinchetas e hilo.

1. Se pinchan las dos chinchetas en el corcho (cartdn). Doblamos el hilo y hacemos pasar una de las hebras
por debajo de la cabeza de las chinchetas.

A

2. Se juntan las dos hebras que deben rodear «por arriba» la otra chincheta.

)

3. Sujetamos las dos hebras con una mano y tensamos los hilos con la punta de un lapiz.

Wi
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4. Tirando de los hilos, hacemos que el lapiz se deslice dibujando una de las ramas de la hipérbola hasta el
eje. Después, es el lapiz el que tira del hilo manteniéndolo tenso con la manao.

Trazado de la parabola
Material: Plancha de corcho o carton, regla, escuadra de carton, una chincheta e hilo.

1. Hacemos un orificio en uno de los vértices de la escuadra que no corresponden al angulo recto. Atamos
un extremo del hilo en &l de manera que el hilo restante tenga la misma longitud que el lado del rectangulo
gue no se apoya en la regla. El otro extremo del hilo se ata a la chincheta.

A

2. Apoyamos la regla en el corcho y |a escuadra de carton sobre la regla. Pinchamos la chincheta en el corcho.

i

3. Deslizamos |a escuadra a lo largo de la regla mientras que, con la punta de un lapiz, mantenemos el hilo

pegado al cateto de a escuadra.

—

—
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El mejor soporte para que el profesor realice estos dibujos es un corcho grande para pinchar las
chinchetas con facilidad. Si no es posible disponer de un corcho, puede utilizarse el retroproyector y
pinchar las chinchetas por «abajo» de manera que las puntas sobresalgan por la parte superior del
acetato.

ACTIVIDAD 5: TRAZADO CONICAS

Dibujar distintas circunferencias, elipses, hipérbolas y parabolas.
Explicad qué es lo que cambidis para obtener cada una de las figuras.

Los alumnos deben conseguir lo siguiente:
— Una coleccion de circunferencias, elipses, hipérbolas y parabolas.
— Que el tamario de cada una de ellas depende de:
o Circunferencia: abertura del compas.
* Elipse: la longitud del hilo y la separacion de los puntos fijos.
* Hipérbola: la longitud del hilo y la separacion de los puntos fijos.
e Parabola: la longitud del hilo y la distancia entre el punto fijo y la recta.

(*) Las argumentaciones utilizadas por cada grupo en la puesta en comtn seran utilizadas por
evaluar el aprendizaje de los métodos de dibujo y el lenguaje utilizado.

Basandose en estas conclusiones y utilizando un dibujo, el profesor definird los elementos de
cada conica. En el Anexo Il se incluyen una serie de hojas en las que aparecen dibujados los distin-
tos elementos. Si el profesor fotocopia en acetatos estas hojas podra construir el dibujo completo al
proyectarlos.

— Elipse e hipérbola:
 Focos: Puntos que permanecen fijos.
 Centro: Punto medio del segmento que une los focos.
» Distancia focal: Medida del segmento que une los dos focos.

* Dos ejes de simetria: Uno, la recta que contiene a los focos, y €l otro, la recta perpendicular a la
anterior y que pasa por el centro.

o Vértices: Puntos de interseccion de los ejes de simetria con la conica.

e Eje mayor: Segmento contenido en el eje de simetria que pasa por los focos y que une los dos
vértices.

e Eje menor: En la elipse, es el segmento perpendicular al eje mayor que une los ofros dos vértices.
En la hipérbola, el eje menor solo tiene valor analitico, por lo que no es conveniente definirlo.

— Parébola:
e Foco: Punto que permanece fijo.
o Directriz: Recta fija.
e Parametro: Distancia entre el foco y la directriz.
e [je: Recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco.

e \/értice: Punto de interseccion del eje y la parabola.
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— Circunferencia:
s Centro.
* Radio.

Tras esta explicacion el profesor pedird a sus alumnos que pongan por escrito el nombre de
estos elementos y su definicion. Este apunte servird para guiar la siguiente actividad, en la que los
alumnos identifican los elementos y realizan medidas. Debe realizarse individualmente.

En el Anexo Il incluimos una hoja con los dibujos a los que hace alusion el problema que servi-
ra de modelo para elaborar otras. EI profesor entregara una hoja distinta a cada uno de los alumnos
que forman los grupos habituales de trabajo. De esta manera al finalizar la actividad, cada grupo de
alumnos tendra una coleccion de datos sobre cada tipo de conica que servira para la actividad 10.

(*) El andlisis de las hojas de trabajo de algunos alumnos servira para que el profesor evalie el
aprendizaje de algunos de los contenidos tratados hasta ahora: reconocimiento de las distintas coni-
cas, identificacion de sus elementos, precision en la expresion, cuidado y rigor en la realizacion de
medidas y presentacion clara y ordenada de los trabajos.

ACTIVIDAD 6: IDENTIFICACION DE ELEMENTOS DE LAS CONICAS Y MEDIDAS

Escribe el nombre de cada una de las conicas que tienes dibujadas en la hoja de trabajo 1y
haz lo siguiente:
— Circunferencias:
* Localiza el centro.
* Da la media del radio.

— Elipses e hipérbolas:
* | ocaliza los focos.
* Dibuja el eje mayor,
* Dibuja el centro.
* Da la medida del eje mayor y del semieje mayor.
¢ Da la medida de |a distancia focal.

— Parabolas: |

* Localiza el foco. \
. * Localiza la recta directriz. |
| eDibujaelgje |
‘ ¢ Dibuja el vértice.
|

* Da la medida del parametro.

Propiedades de los puntos de una cénica

Qué se pretende

El objetivo fundamental de este bloque es que los alumnos caractericen las conicas como luga-
res geometricos. La actividad propuesta requiere que pasen de una serie de situaciones concretas a
una formulacion general. El aprendizaje de los procedimientos de generalizacion, en diversas situa-




ciones, es muy importante, ya que permite la adquisicion de gran cantidad de conocimigntos mate-
maticos.

También se intenta que relacionen esta definicion con los dos métodos de obtencion de conicas
estudiados previamente:

lugar geométrico
secciones del cono trazado por puntos

La mayoria puede ser capaz de entender la segunda relacion, por ello se propone una actividad
en la que se pide que expliquen por qué los métodos de dibujo empleados responden a las defini-
ciones obtenidas, de esta manera se refuerza también el concepto de conica como lugar geomeétri-
co. La primera, es bastante mas complicada, por lo que proponemos la demostracion como una
actividad de ampliacion. Para los alumnos que no realicen esta actividad, sera suficiente con que
reconozcan que las figuras obtenidas por ambos métodos tienen la misma forma.

Material
— C(alculadora.

— Regla.

Proceso

Los alumnos realizaran la actividad 7 reunidos en grupos de 4 y trabajaran con la hoja de coni-
cas de uno de ellos.

ACTIVIDAD 7: PROPIEDADES DE LOS PUNTOS QUE FORMAN UNA CONICA

En cada una de las conicas de la hoja de trabajo 1 tengis que tomar varios puntos y rellenar

las siguientes tablas. Debéis realizar las medidas con mucho cuidado.

Distancia del punto a un foco Distancia del punto al otro foco ol

Elipses

7



Lo D 1} ,
i jhatas Distancia del punto a un foco Distancia del punto al otro foco 0-3
WS-

Parabolas 0 0 D-D

Distancia del punto al foco Distancia del punto a la directriz

Circunferencias D :
Distancia del punto al centro Radio
e

Escribe cudl es la propiedad que cumplen todos los puntos de una misma elipse, los de una
hipérbola, los de una parabola y los de una circunferencia.

Consulta los datos obtenidos en la Actividad 6:
¢Con queé valor coincide la suma D + D’ en las elipses?
¢Con qué valor coincide la suma D - D' en las hipérbolas?

En el Anexo Il se incluyen las hojas de trabajo 2 con las tablas para fotocopiar y entregar a los
alumnos.

El profesor elegird a un grupo para que exponga las conclusiones a las que han llegado. Es
posible que debido a errores de medida algunos grupos tengan dificultad en conseguir las definicio-
nes exactas. El profesor les animard a volver a realizar medidas con mayor exactitud. Podemos suge-
rirles que tomen las distancias con un compds y las lleven sobre una recta, una a continuacion de la
otra. De este modo sera mas sencillo comprobar que la suma permanece constante. Con las suge-
rencias del grupo elegido y las aportaciones de los demds compaieros, se deben llegar a las
siguientes definiciones:




— En una circunferencia la distancia entre cualquier punto y el centro es constante.

— En una elipse la suma de las distancias de cualquier punto a los dos focos es constante.

— En una hipérbola la diferencia de las distancias de cualquier punto a los dos focos es cons-

tante.

— En una pardbola la distancia de cualquier punto al foco es igual a la distancia de ese punto a
la generatriz.

Si el profesor lo cree conveniente, puede perfeccionar mas estas definiciones introduciendo el
concepto de lugar geométrico.

Cada alumno hard individualmente la actividad que a continuacion propondremos. Sirve para
reforzar el concepto de cada conica como lugar geométrico. Al principio, la trama creara cierta confu-

sion, que el profesor debe disipar haciendo preguntas sobre como esté construida (circunferencias
concéntricas que se cortan).

(*) Mientras los alumnos realizan la actividad, el profesor observara el proceso de resolucion
que siguen los alumnos. Esta observacion servird para evaluar el aprendizaje de los lugares geome-
tricos. Si ademas recoge sus hojas de trabajo, podré obtener una informacion mas detallada.

ACTIVIDAD 8: DIBUJO DE CONICAS EN UNA TRAMA

Esta trama sirve para dibujar elipses y tambign hipérbolas. Dibuja unas cuantas y explica

| 7

A e
e
NS S

Esta otra permite dibujar parabolas sin hacer ninguna medida. Dibuja algunas y explica como
lo has hecho.
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En el Anexo |l incluimos el dibujo ampliado de las tramas (hoja de trabajo 3), bien para entre-
garlas a los alumnos, bien para fotocopiarlas en un acetato.
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Una vez que se ha trabajado con la definicion de las conicas como lugares geométricos, el pro-
fesor explicara el objetivo de las siguientes actividades: ver que el proceso seguido en el dibujo de
conicas lleva consigo que los puntos que las forman tengan las caracteristicas antes estudiadas.

ACTIVIDAD 9: METODOS DE DIBUJO

Recordad los métodos de dibujo que hemos empleado para dibujar conicas. Sin realizar nin-
guna medida, demuestra que la disposicion de material y el proceso seguido dan lugar a puntos
que cumplen las definiciones anteriores.

No es necesario que los alumnos demuestren la equivalencia de manera simbdlica, basta con
que la expresen correctamente.

Si hay alumnos que terminan esta actividad antes que los demas, el profesor les proporcionara
las hojas del Anexo /Il pidiéndoles que las lean y que expliquen por escrito el proceso seguido en la
demostracion.

Excentricidad

Qué se pretende

Las actividades siguientes tienen una doble finalidad:
— Relacionar la excentricidad con la forma de la elipse y la hipérbola.
— Clasificar conicas segtn su excentricidad.

Debemos advertir que proponemos el calculo de la excentricidad por el cociente entre la distancia
focal (d) y la longitud del eje mayor (m), aunque lo habitual sea el cociente entre la semidistancia focal y
el semieje mayor. Ya que el resultado es el mismo, nos parece mas adecuado no introducir nuevas medi-
das que confundan al alumnado. Si el profesor lo cree conveniente puede utilizar la segunda formula.

Material
— Resultados obtenidos en la actividad 7.
— (alculadora.

Proceso

El profesor formard grupos de 4 alumnos, cada uno de los cuales habra trabajado con una
coleccion distinta de conicas en la Actividad 7.

ACTIVIDAD 10: ;DE QUE DEPENDE LA FORMA DE UNA CONICA?

Fijaos en los resultados que obtuvisteis en la actividad 7. En esa hoja de trabajo (1) aparecian
| dibujos de distintas elipses e hipérbolas ;de qué depende su forma?

La imprecision en la formulacion de esta actividad tiene un motivo: dejar que los alumnos discu-
tan sobre lo que significa la palabra «forma» y que formulen conjeturas y las comprueben. Después




de esto, el profesor indicara que la forma esta relacionada con el cociente entre la distancia focal y
la medida del eje mayor y propondra la siguiente actividad:

ACTIVIDAD 11: BUSCANDO EL VALOR DE LA EXCENTRICIDAD

La forma de las elipses e hipérbolas esta relacionada con el cociente entre la distancia focal y
la medida del eje mayor. Haced un estudio de esta relacion. Elaborad un trabajo en el que se des-
criban vuestras conclusiones y el proceso que o0s ha llevado a ellas.

A los alumnos que tengan dificultades en ordenar los datos se les entregara la siguiente tabla,
que se ofrece ampliada en el Anexo /f (hoja de trabajo 4).

-

d a d
Tipo de conica Distancia focal Longitud del eje mayor a

Las conclusiones minimas son las siguientes:

— La excentricidad de las elipses es siempre menor que uno y la de las hipérbolas mayor que
uno.

— Las elipses son menos «achatadas» segun disminuye la excentricidad.
— Las ramas de la hipérbola son menos cerradas seguin aumenta la excentricidad.

(*) Los informes elaborados por los distintos grupos son el instrumento de evaluacion que com-
plementa la observacion del proceso de trabajo realizada por el profesor. De ellos podemos extraer
informaci6n acerca de las estrategias de resolucion de problemas de cada grupo: organizacion del
trabajo, ordenacion de los datos, procedimientos de generalizacion; ademés de la adquisicion de
otros contenidos: elementos de las conicas, definicion de excentricidad, identificacion de distintas
tareas, formulacion de conjeturas, comprobacion de las mismas, y presentacion ordenada del trabajo.

Formas conicas en situaciones reales

Qué se pretende

En esta dltima actividad presentamos unas situaciones reales para que los alumnos las analicen
y distingan cuales de ellas son secciones conicas y cuales no.
Material

— Regla.

— Compas.

— Papel vegetal.
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— Papel milimetrado.
— Calculadora.

Proceso

En primer lugar, el profesor preguntara a sus alumnos si conocen algun objeto o situacion real
que tenga a forma de alguna de las conicas estudiadas. A continuacién propondré la siguiente acti-
vidad que debe realizarse en grupo.

ACTIVIDAD 12: ;SON CONICAS 0 NO?

‘ En la hoja de trabajo 5 tienes la descripcion de distintos objetos y situaciones reales. Esta
| descripcion esté apoyada por un dibujo o una grafica.

‘ Debéis decidir cudles de ellas son conicas y cudles no, y explicar el porqué.

El papel vegetal puede servir para que los alumnos reproduzcan los dibujos y doblando el papel
encuentren los ejes de simetria. La dificultad de esta actividad esta en que no se proporciona ningu-
na ayuda: las formas que aparecen en las fotografias, dibujos o gréficas estan «limpias», asi los
alumnos tienen que buscar sus propias estrategias para resolverlo. Si el profesor observa que los
alumnos tienen demasiadas dificultades, puede ayudarles con las siguientes preguntas:

Para las elipses:

¢Tiene simetrias? ;Como puedes encontrar los ejes mayor y menor? ;Y los focos? Mira uno
de los puntos de corte de la figura y el eje menor, ;te sirve este punto para averiguar donde
estan los focos? Mira una elipse, traza los segmentos que unen el punto que hemos menciona-
do y los focos, ;como son sus longitudes? ;A qué es igual cada una de ellas?

La finalidad de estas preguntas es que los alumnos descubran que tomando la longitud del
semieje mayor con un compas y pinchando el compds en el punto de interseccion de la elipse con
el eje menor, la interseccion de la circunferencia con el eje mayor son los focos.

Para las hipérbolas:

Preguntas similares a las anteriores sirven para encontrar los dos ejes de simetria.

Una vez dibujados los ejes de simetria el método riguroso para encontrar los focos pasa por la
determinacion y dibujo de las asintotas, segun indica el dibujo siguiente:




y:*‘a—x y- -

Debido a que esta unidad no incluye el estudio de las asintotas, proponemos un método alterna-
tivo y accesible: pedir a los alumnos que «calquen» el dibujo de la hipérbola en papel milimetrado, a
continuacion decirles que vayan probando con sucesivos puntos de la trama como posibles focos
(teniendo presente que deben ser simétricos respecto al eje menor).

El método de prueba consiste en lo siguiente: elegir un punto de la hipérbola y hallar la diferen-
cia de su distancia a los focos, hacer lo mismo con otro punto distinto de la hipérbola, si las dos
diferencias coinciden habremos encontrado los focos de la hipérbola.

Para realizar las medidas de las distancias del punto a los focos, es aconsejable utilizar un com-
pas y llevar las medidas sobre una recta, de esta manera obtenemos directamente la diferencia entre
ambas y, de nuevo el compas nos servird para comparar esta diferencia con la correspondiente al
otro punto.

Para las parabolas:
Proceso similar al anterior.

(*) Los alumnos realizarn una prueba escrita de evaluacion al finalizar la unidad. Las activida- Pru e b a
des que se incluyan en la prueba escrita deben ser de distintos tipos: cerradas (por ejemplo, verda- i
dero o falso), de aplicacion de algoritmos, de empleo de estrategias de resolucion, etc. y, ademas, de evaluacion
ser similares a las realizadas en clase.

EJEMPLO DE PRUEBA ESCRITA DE EVALUACION:

1. Disi son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones y explica la razon de tu respuesta:
— Una conica es un elemento de un cono.
— Las elipses tienen dos ejes de simetria.
— Las distancias de cualquier punto de una hipérbola a los focos son iguales.
— La excentricidad de una conica puede ser negativa.
— la directriz de una parabola pasa por el foco.
Las parabolas tienen centro.




2. Lamaxima distancia de la Tierra al Sol es 15,2 107 km y su distancia minima es 14,7 107 km.
Sabiendo que la orbita de la Tierra alrededor del Sol es una elipse y que el Sol estd en uno
de los focos, ;cudl es a excentricidad de la 6rbita?

3. Siel vertice de una parébola dista 5 unidades de la directriz, ;qué distancia hay entre la
directriz y el foco?

4. Asigna a cada conica del dibujo una de las siguientes excentricidades:

-
e 40502
5 1,8

)

/
<>
jis———

64




. Di a qué conica de las dibujadas corresponde cada una de las siguientes frases y explica por
qué. Ademas completa los elementos que faltan en cada una de ellas:

— Lasuma de las distancias de cualquier punto a los focos es 6 cm.
— El eje mayor es mayor que la distancia focal.
— Ladiferencia de las distancias de un punto cualquiera a los focos es 3 cm.

— Se puede dibujar deslizando un lapiz a lo largo de un hilo de 6 cm que se mantiene ten-
S0 y sujeto en sus extremos a dos puntos que distan entre si 4,5 cm.

— La distancia entre el vértice y la directriz es igual a 0,5 cm.
— La excentricidad es igual a 2,25.

— Ladistancia de cualquier punto de la curva a una recta es igual a la distancia a otro punto
que permanece fijo. Ambas son iguales a 2 cm.
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Recursos

El documento de Matemdticas, incluido en las «Cajas Rojas» (Materiales para la Reforma de la
Educacion Secundaria Obligatoria) editadas por el MEC en el afio 1992, contiene una buena guia
comentada de recursos: libros, materiales audiovisuales, programas de ordenador, materiales mani-
pulables, etc.

Consideramos que el comentario realizado en cada caso es adecuado, por lo que en este apar-
tado solo presentamos aquellos materiales especificos que se pueden utilizar para desarrollar las
unidades propuestas en la secuencia. Ademas, s6lo se incluird una breve descripcion del recurso en
el caso en que éste no aparezca citado en la guia.

Libros

ALSINA, C.; PEReZ, R.; Ruiz, C. Simetria dindmica. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y
aprendizaje. n.° 13. 1989. (1)

' | ARGUELLES, J. Historia de la Matemdtica. Madrid, Akal. 1989.

Libro de consulta adecuado para los alumnos. Se trata de un resumen de los acontecimientos
mateméticos mas importantes de cada época. Sus contenidos estan ampliamente desarrolla-
dos en el libro de C. Boyer Historia de la matematica, por lo que este Gltimo puede ser més
util para el profesor.

AZARQUIEL, GRUPO. /deas y actividades para ensefar dlgebra. Madrid, Sintesis. Col. Mateméticas:
cultura y aprendizaje. n.° 33. 1991. (1)

AZARQUIEL, GRUPO. Curso inicial de estadistica en bachillerato. Madrid, ICE de la UAM. Col.
Monografias. n.® 3. 1983. (1)

AZARQUIEL, GRUPO. Correlacion y regresion: una introduccién intuitiva. Madrid, ICE de la UAM.
Col. Monografias. n.° 5. 1985.

AZARQUIEL, GRUPO; COLERA, J. La calculadora de bolsillo como instrumento pedagdgico. Madrid,
ICE de la UAM. Col. Monografias. n.° 4. 1983. (1)

AZCARATE, C.; DEULOFEU, J. Funciones y grdficas. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y
aprendizaje. n.° 26. 1990. (1)

BOYER, C. B. Historia de la matematica. Madrid, Alianza. Col. Alianza Textos. vol. 94, 1986. (1)
"1 CALVO, C. et al. Cuerpos. Madrid, MEC. Col. Documentos y propuestas de trabajo. 1987.

(1) Material comentado en el libro Matematicas. Secundaria Obligatoria. «Cajas Rojas». MEC, 1992.
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Libro recomendado especificamente para la unidad titulada «Cilindro, cono y esfera. Elemen-
tos y medidas». En €l se describen actividades relacionadas con el tema. Es especialmente
interesante el tratamiento experimental para encontrar la superficie y el volumen del cono y la
esfera que hemos recogido en nuestra unidad como alternativa a un estudio deductivo.

CARLAVILLA, J. L.; FERNANDEZ, G. Historia de las matematicas. Toledo, Consejeria de Educacion
de Castilla-La Mancha. 1988. (1)

CERO, GRUPO. Matemticas de bachillerato. Curso 1. Barcelona, Teide. 1985. (1)

Hace una propuesta amplia de actividades secuenciadas e incorporadas en el proceso de
ensenanza-aprendizaje. El nivel es el adecuado para los alumnos de 4° de ESO (opcion B).
Consideramos que debe consultarse para las unidades siguientes: Fracciones, decimales y
porcentajes; Trigonometria; Probabilidad condicionada; Experimentos compuestos (esta (ilti-
ma en lo relativo a diagramas de arbol y tablas de contingencia).

CERO, GRUPO. Matemdticas 3° de BUP Geometria y cdnicas. Valencia, ICE de la Universidad de
Valencia. Investigaciones didcticas. 1982.

Libro recomendado especificamente para la unidad «Secciones planas de los cuerpos redon-
dos». En €l se realiza una descripcién completa de los distintos modos de enfocar el estudio
de conicas y las relaciones entre ellos: trazado de puntos, secciones de un cono, doblando
papel,... asi como de sus elementos y propiedades.

DiAZ, J.; BATANERO, C.; CARIZARES, M. J. Azar y probabilidad. Madrid, Sintesis. Col. Matemati-
cas: cultura y aprendizaje. n° 27. 1988. (1)

GARCIA, J.; BELTRAN, C. Geometria y experiencias. Madrid, Alhambra. 1987. (1)
GUZMAN, M.; COLERA, J.; SALVADOR, A. Matemdticas. Bachillerato 1. Madrid, Anaya. 1987.

Aunque el tratamiento didactico de este libro esté orientado por las programaciones de los
cursos de BUP anteriores a la LOGSE, consideramos que es interesante por incluir en todos
los temas una introduccion histdrica, cuestiones y problemas curiosos y gran nimero de acti-
vidades, por lo que puede ser un buen recurso para el profesor.

HERNAN, F. Recursos en el aula de matemdticas. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y
aprendizaje. n® 34. 1988. (1)

L0G0, GRUPO. Hoja de cdlculo en la ensenanza de las matemticas en secundaria. Madrid, UAM
publicaciones. 1992.

MASON, J.; BARTON, L.; STACEY, K. Pensar matematicamente. Barcelona, Labor y MEC. 1989. (1)

- MEC. Cajas Rojas de Secundaria Obligatoria. Madrid, MEC. 1992.

NORTES, A. Encuestas y precios. Madrid, Sintesis. Col. Matematicas: cultura y aprendizaje.
n° 28. 1987. (1)

PEREZ, M. T.; NESTARES, P. Tramas geomeétricas en la decoracion ceramica de la Alhambra. Grana-
da, Grafsur.

Los autores presentan un interesante estudio sobre los mosaicos de la Alhambra de Granada
que combina arte, belleza y geometria. Entre otras cuestiones, abordan el trazado de redes
mediante descomposicion de poligonos (qué poligonos regulares recubren el plano) y algu-
nos esquemas de construccion de mosaicos que son tiles para que los alumnos disefien
sus propias teselaciones del plano.

(1) Material comentado en el libro Malematicas. Secundaria Obligatoria. «Cajas Rojas». MEC, 1992.




PEREZ, R. Alicatados de la Alhambra. Granada, Proyecto Sur. 1990.

" Rio, J. DEL. Aprendizaje de las matemdticas por descubrimiento. Una aplicacion al estudio de las
conicas. 2 volumenes: Libro del alumno, Guia del profesor Salamanca, ICE de la Universidad
de Salamanca. 1990.

Los contenidos son similares a los tratados en el libro del Grupo Cero Matematicas de 3° de
BUP Geomelria y conicas. Las actividades que deben realizar los alumnos estan pormenoriza-
damente descritas, asi como las ayudas necesarias. La guia del profesor incluye indicaciones
sobre como resolver las actividades propuestas.

"1 SHELL CENTRE FOR MATHEMATICS EDUCATION. £/ lenguaje de funciones y grdficas. Bilbao, MEC y
Universidad del Pais Vasco. 1990. (1)

VARIOS. Problems with patterns and numbers. England, Joint Matriculation Board y Shell Centre
for Mathematical Education. 1984.

Este libro pretende desarrollar la capacidad de los alumnos para resolver problemas. Presenta
materiales de clase distribuidos en tres unidades didécticas, una coleccion de problemas y
juegos, preguntas de examen acompariadas de un esquema de evaluacion y materiales de
apoyo.

Hace especial hincapié en estrategias especificas de resolucion de problemas y orienta al pro-
fesor en el modo de trabajarlas con los alumnos.

Estd en preparacion su publicacion en castellano.

Materiales audiovisuales

Es posible que los videos que se mencionan a continuacién no sean adecuados en su totalidad
para las unidades que se proponen, o que el profesor prefiera secuenciarlos en varias sesiones y
alterar su orden. Por ello es conveniente que el profesor vea previamente las cintas para seleccionar
las partes que considere oportunas.

— ¢Contra todo prondstico? La estadistica por dentro (60 min.). BBC Enterprises. Distribuidora:
International Education and Training Enterprises. S. A. (1)

— Donald en el pais de las matemdgicas. (25 min.). Walt Disney. Distribuidora: Filamayer video.

La parte del video dedicada al nimero 4ureo es la que consideremos interesante para la uni-
dad de resolucion de problemas, ya que una de las actividades se refiere a este numero.

— Escher: Geometria y mundes imposibles (27 min.). Distribuidora: Mare Nostrum (1)
— Funciones exponenciales reales. Distribuidora: Ancora.

Se trata de un video muy completo, pero a la vez muy denso. Es aconsejable distribuirlo en
varias sesiones, segun los contenidos.

Proporciona una buena vision de los fendmenos exponenciales.

— Investigaciones matematicas 10 (60m min.). BBC Enterprises. Distribuidora: International
Education and Training Enterprises, S. A. (1)

— Mosaicos de la Alhambra. CEP de Granada.

(1) Material comentado en el libro Matemdticas. Secundaria Obligatoria. «Cajas Rojas». MEC, 1992.
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— Seccions conics. Slicing the cone (39 min.). TV Ontario.

Actualmente no existe una version en castellano de este video. A pesar de ello es interesante
que los alumnos lo vean, bien en el original inglés, o bien quitandole el sonido, ya que las
imagenes son suficientemente expresivas. Los métodos de dibujo de las distintas conicas
estan perfectamente representados y pueden sustituir o complementar la explicacion del pro-
fesor.

— Simetria y espacio (27 min.). Distribuidora: Mare Nostrum. (1)

— Transformaciones geométricas. Enunciado de Thales (32 min.). CNDP. Distribuidora: Mare
Nostrum. (1)

— Trigonometria | (92 min.). BBC Enterprises. Distribuidora: Fundacion Serveis de Cultura Popu-
lar. (1)

Programas de ordenador

Programas especificos

— Decorando la Mezquita. Juego educalivo para ordenadores compatibles, con MSDOS y VGA.
Miguel de la Fuente Martos. Proyecto Sur de Ediciones, SAL. Granada, 1983.

Este programa plantea el reto de montar en el menor tiempo posible una serie de puzles
artisticos, cada uno de los cuales corresponde a una decoracion de la Mezquita de Cérdoba
y que, como referencia, aparece digitalizado en la parte izquierda de la pantalla.

Se presentan 10 puzles con 4 niveles de dificultad. Cada uno de ellos se construye a partir
de una pieza tinica, mediante giros, traslaciones y simetrias.

— Derive.
— Estadistica. Ediciones SM. Distribuidora: Idealogic S. A. (1)
— Funcion lineal y afin. Ediciones SM. Distribuidora: Idealogic S. A. (1)

— Funcién cuadratica. Ediciones SM. Distribuidora: Idealogic S. A. (1)

Programas de proposito general
— Paquetes integrados.

Las hojas de calculo y los programas de graficos son especialmente (tiles en el rea de
Mateméticas. EI Microsoft Works es el mas accesible y el de mas facil manejo.

Materiales manipulables

Cada unidad didéctica de la secuencia propuesta en el capitulo Il incluye una relacion de los
recursos necesarios cuya utilizacion se describe en las actividades propuestas.

(1) Material comentado en el libro Matemlicas. Secundaria Obligatoria. «Cajas Rojas». MEC, 1992,




Anexo |: Un test de probabilidad"

El estudio del azar y la probabilidad ha estado tradicionalmente relegado a un segundo plano en
el sistema educativo, cuando no ha sido sencillamente ignorado. EI nuevo curriculo para la Secun-
daria Obligatoria, sin embargo, pretende recuperarlo para «desarrollar la intuicién sobre lo aleatorio a
traves de la reflexion sobre situaciones de azar y sobre el concepto de probabilidac.

Para orientar el trabajo a desarrollar en el aula es fundamental tener una idea clara de la situa-
cion de partida (dificultades e ideas previas, intuiciones correctas o errneas, ...). Con este objetivo
hemos pasado a distintos grupos de alumnos de 1° y 2° curso de BUP, FP y REM de nuestros cen-
tros (I. B. Gabriel Aresti, ICE, I. B. Txorierri y FP Santurtzi) el test elaborado por David R. Green
(Change and probability concepts Proyect, 1980), ligeramente recortado para no hacerlo excesiva-
mente largo. El test es el siguiente:

1. Tenemos una ficha que es roja por un lado y verde por el otro. La cogemos por el lado rojo hacia arri-
ba y la lanzamos al aire dando vueltas. ;Qué lado es més probable que quede hacia arriba?

A. El lado rojo. C. Son igual de probables.
B. El lado verde. D. No lo sé.

2. Enuna clase hay 13 chicos y 16 chicas. Se escribe el nombre de cada uno en un trozo de papel y
luego se coge uno sin mirar. ;Qué es mas probable?

A. Que salga el nombre de un chico.
B. Que salga el nombre de una chica.
C. Son igual de probables.

D. No lo sé.

3. Aqui ves los dibujos de dos discos que tienen unas flechas que giran y marcan un nimero. ;En qué

disco es mds facil conseguir un 3?
/ N
Rojo Amarillo k j

A. En el rojo. C. En los dos igual.

B. En el amarillo. D. No lo sé.

(*) Articulo publicado por Félix Alayo, Arantza Arregui, Begofia Arrien, Clara Baquerizo, Margarita Migica, Fermin
Porras, Ismael Redondo en la revista SIGMA (n° 6) - Marzo 1990.
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4. ;Qué nimero es mas dificil de obtener al lanzar un dado?
. ReSplgsta s, Slie SN 0L 0L LRS00 B8, S0 000, 2 el Be £

5. Se lanza una moneda al aire 5 veces y siempre sale «cara». ;Qué es mas probable que aparezca la
siguiente vez?

A. Cara. C. Son iguales de probables.
B. Cruz. D. No lo sé.

6. Labolsa A tiene 3 bolas negras y 1 blanca. La bolsa B tiene 2 bolas negras y 1 blanca. Para ganar un

premio hay que sacar (sin mirar) una bola negra de una de las dos bolsas. ;Con qué bolsa es mas
facil ganar?

A. Con la bolsa A. C. Con las dos igual.
B. Con la bolsa B. D. No lo sé.

7. Labolsa C contiene 5 bolas negras y 2 blancas. La bolsa D contiene 5 bolas negras y 3 blancas. ;De
cudl es més probable extraer una bola negra?

A. De labolsa C. C. De las dos igual.
B. De la bolsa D. D. No lo sé.

8. Otras dos bolsas contienen bolas negras y blancas. La bolsa E: 2 negras y 2 blancas. La bolsa F: 4
negras y 4 blancas. ;De qué bolsa es mas probable extraer una bola negra?

A. De la bolsa E. C. De las dos igual.
B. De la bolsa F. D. No lo sé.

9. Otras dos bolsas con bolas blancas y negras. La bolsa G tiene 12 negras y 4 blancas. La bolsa H tie-
ne 20 negras y 10 blancas. ;Qué bolsa ofrece mas posibilidades de extraer una bola negra?

A. De la bolsa G. C. Las dos igual.
B. La bolsa H. D. No lo sé.

10. Otras dos bolsas. La bolsa J tiene 3 bolas negras y 1 blanca. La bolsa K tiene 6 bolas negras y 2 blan-
cas, ¢ De qué bolsa es mas facil sacar una bola negra?

A. De la bolsa J. C. De las dos igual.
B. De la bolsa K. D. No lo sé.
11. A continuacion tienes 5 frases:
1. No puede suceder.
2. No sucede muy a menudo.
3. Sucede bastante a menudo.
4, Sucede casi siempre.
5. Sucede siempre.

Coloca al lado de las siguientes palabras el nimero de la frase que tenga el mismo significado. Pue-
des repetir los nlimeros.

A. Muy probable. C. Probable.
B. Improbable. D. No muy probable.




12. En un experimento se lanzan al aire 12 monedas juntas. Si el experimento se repite muchas veces,
¢cudl de los siguientes resultados se producird mas a menudo?

A. 2 caras y 10 cruces. C. 6 caras y 6 cruces.
B. 5 carasy 7 cruces. D. 7 caras y 5 cruces.
E. Hay la misma probabilidad de que aparezca cualquiera de los resultados anteriores.

13. Pedro y Juan juegan con un dado. Pedro gana una peseta si sale 2, 3, 4 6 5. Si sale un 1 gana Juan.
¢Cuanto deberia ganar Juan cuando obtiene un 1 para que el juego sea justo?

R i D B e SO R RS RS pesetas.

14, Tenemos dos ruletas:

/2N/2 VNN
W 04 N2\

Amarilla Roja

¢En cudl de ellas es mas facil conseguir un dos?
A. En la amarilla. C. En las dos igual.
B. En laroja. D. No lo sé.

15. El suelo de un patio tiene 16 secciones cuadradas. Comienza a nevar. Al principio s6lo caen unos
pocos copos de nieve. Después de un rato han caido mas.

X X X X X
X X X X X t
Conjunto A
x X X X Fo
X x X X X
x
>
X
i x| o
) a X Conjunto B
X S
*
X ES
7] N
X X
A
K o
x (X X X
b C :
> onjunto C
(X X X J
2 X
X
K

93



04

¢Cudl de estos conjuntos de dibujos muestra mejor lo que esperarias ver?
A. El conjunto A. D. Los conjuntos By C.
B. El conjunto B. E. Todos son igual de probables.
C. El conjunto C.

16. De las siguientes frases marca las que signifiquen exactamente lo mismo que «tiene una probabilidad
de 121 de ocurrir».

A. Puede que ocurra o puede que no.

B. Hay posibilidad de que ocurra.

C. Puede ocurrir alguna vez.

D. Hay las mismas posibilidades de que ocurra que de que no ocurra.
E. Es improbable que ocurra.

17. En una bolsa hay 4 canicas rojas, 4 azules y 2 verdes. Se agita bien la bolsa y se sacan 3 canicas, 2
rojas y 1 azul. Después se extrae otra canica. ;De qué color es mds probable que sea?

A. Roja. D. Verde.
B. Azul E. No lo sé.

C. Todos los colores son igual de probables.

18. Tenemos dos discos de colores:

Marrdn Azul
Si hacemos girar la flecha. ;Cual es el mejor disco para obtener un 1?
A. El marrén. C. Los dos igual.

B. El azul. D. No lo sé.

19. Supongamos que dejamos caer muchas canicas por los canales del dibujo. Marca la frase que mejor
describa lo que crees que ocurrird:

A. Cada canal tendrd aproximadamente la misma cantidad de canicas.
B. 1y 8 tendran la mayoria de las canicas.

C.3, 4,5y 7 tendran la mayoria de las canicas.

D.1,3,5y 7 tendran la mayoria de las canicas.

E. Ninguna de las anteriores.




102 304 506 7@ |

20. Haz lo mismo para estos canales.

A. Cada canal contendra aproximadamente el mismo niimero de canicas.

B. 1y 2 contendrdn la mayoria de las canicas.
C. 3y 4 contendran la mayoria de las canicas.

D. Ninguna de las anteriores.

—

A

N 23 &

21. Lo mismo para estos canales.
A. Cada canal contendra aproximadamente el mismo niimero de canicas.
B. 2 contendra la mayoria de las canicas.
C. 3 contendrd la mayoria de las canicas.
D. 1y 2 tendran la mayoria de las canicas y 3 sélo tendré unas pocas.

E. Ninguna de las anteriores.
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22. Haz lo mismo para estos canales.
A. Cada canal contendra aproximadamente el mismo numero de canicas.
B. 2 contendra aproximadamente el doble que 16 3.
C. Aproximadamente la mitad caeran en 1y aproximadamente la mitad caerén en 3.

D. Unas pocas caeran en 1, casi todas caeran en 2 y unas pocas caerdn en 3.

E. Ninguna de las anteriores.

-

1 7 3

23. Se pone un robot en un laberinto. En cada bifurcacion es igual de probable que el robot vaya por un
camino o por otro. Al final de cada camino hay una trampa. 4En cul de las trampas es mas probable
que acabe el robot, o son todas igual de probables?

24. Al vaciar un paquete de 100 chinchetas sobre la mesa, 68 han quedado «hacia arriba» y 32 «hacia abajo».
Si repetimos el experimento, ;qué resultado crees que se obtendra?
A. Arriba, 36; abajo, 64.
B. Arriba, 63; abajo, 37.
C. Arriba, 51; abajo, 49.
D. Arriba, 84; abajo, 16.
E. Todos los resultados tienen la misma probabilidad de ocurrir.

F. No lo sé.




25. ;Cual de las siguientes situaciones es mas probable?
A. Que los 10 primeros bebés nacidos en un hospital haya 7 0 mas nifias.
B. Que de los 100 primeros bebés nacidos en un hospital haya 70 0 mas nifias.
C. Son igual de probables.
D. No se puede saber.

26. Una bolsa contiene algunas bolas blancas y algunas negras. Un nifio saca una bola, observa el color
y la mete de nuevo. Después agita la bolsa. Hace esto 4 veces y siempre saca una bola negra. Si aho-
ra saca otra bola, ;qué color crees que es mas facil que salga?

A. Otra vez el negro es el mds probable.
B. Negro y blanco son igual de probables.
C. Esta vez el blanco es el mas probable.

D. No lo sé.

Comentarios

La comparacion de los datos que hemos recogido con los obtenidos por Green en Inglaterra nos
muestra que los resultados de nuestros alumnos eran ligeramente peores que los de los ingleses de
la misma edad, aunque estas diferencias no parecen especialmente significativas y seria necesario
un estudio més amplio y con una seleccidn mas rigurosa de la muestra para poder establecerlas
con firmeza.

Importante es que, sin embargo, se repiten basicamente las mismas dificultades y falsas intui-
ciones, que las podemos resumir en los siguientes apartados:

El lenguaje del azar

Existe una gran confusion entre términos relacionados con el azar y la probabilidad. Asi un gran
nimero de alumnos (39%) confunde «muy probable» con «sucede siempre» y méas adn (81%) con-
funden «improbable» con «no puede suceder». Por otro lado, en el lenguaje coloquial los términos
posible y probable estan tan mezclados que expresiones como «es muy posible», «poco posible»,
«bastante posible», «posiblemente», ..., nos parecen normales, cuando en sentido estricto (y mas
alin en matematicas) las cosas 0 son posibles o son imposibles, no existe término medio.

La confusion es tan grande que incluso algunos diccionarios acaban recogiendo estas acepcio-
nes; asi, por ejemplo, el Casares dice:

Posibilidad: Calidad de posible / aquello que hace que una cosa sea posible / probabilidad | ...

Imposible: No posible / sumamente dificil.

Asignacion de probabilidad en casos elementales

Llama la atencion el elevado nimero de errores (25-30%) en las respuestas a las preguntas 1y
2, que se eleva al 39% en la pregunta 13. Un resultado llamativo es que en la pregunta 4 (;«Qué
numero es mas dificil de obtener al lanzar un dado?») sélo el 63% considera que son «igual de difi-
ciles» todos los numeros, apostando los demas por el 6 (10%), el 1 (5%) y el 5 (3%) en orden
decreciente. Estos resultados son sin duda fruto de su experiencia en juegos como el parchis, aun-
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que no hay que desdefiar una cierta vision pesimista de la existencia como indican algunos alum-
nos, para quienes «el que quieres que salga, es el mas dificil».

Proporcionalidad

La respuesta correcta de la secuencia de preguntas 6 a 10 exige aplicar un modelo de proporcio-
nalidad para comparar la probabilidad de extraer una bola negra de dos bolsas diferentes. Los resul-
tados nos indican que, mientras que un 82% y un 72% responden correctamente a las cuestiones 6
y 7 respectivamente, tan slo un 58% lo hace a la cuestion 9 y un 37% a la 10, lo que nos indica
que se ha seguido un sistema de conteo (es mas probables donde hay mas bolas negras, 0 en su
defecto, donde hay menos bolas blancas) en lugar de un sistema proporcional.

Situaciones geométricas

Las preguntas situadas en un contexto geométrico parecen comportar una especial dificultad,
quiza debido a que la geometria sigue siendo una de las hermanas pobres de las matematicas
escolares. Asi, las preguntas 3, 14 y 18 relativas a ruletas, sdlo son bien contestadas por el 72%,
51% y 54%, respectivamente; en la distribucion de canicas por distintos canales (cuestiones 19 a
22) los ciertos oscilan entre el 43% y el 56% y apenas el 5% responde adecuadamente al robot en
el laberinto.

Comportamiento regular / irregular del azar

En la pregunta 15, practicamente todos optan por una distribucién muy regular de los copos de
nieve (s6lo el 9% elige el conjunto C), lo cual parece indicar que estd muy arraigada la idea de regu-
laridad en el azar. Sin embargo, esto contrasta con el hecho de que al lanzar al aire 12 monedas jun-
tas (pregunta 12) el 86% opina que todos los resultados son igual de probables y sélo un 5% opta
por 6 caras y 6 cruces.

Ley de los grandes nimeros

En el lanzamiento simultaneo de 100 chinchetas (pregunta 24), el 87% considera igualmente
probables todos los resultados y sélo el 4% piensa que lo obtenido en el primer experimento nos da
una informacion importante sobre la probabilidad de que las chinchetas caigan hacia arriba o hacia
abajo y que por lo tanto el resultado que obtendremos en la repeticion del experimento se aproxima-
rd bastante al anterior.

Igualmente espectaculares son las contestaciones dadas a la cuestion 25, en la que sélo el 7%
considera que es mas facil que de los 10 primeros bebés nacidos en un hospital haya 7 0 méas
nifias, que el hecho de que nazcan 70 0 mas nifias entre los 100 primeros. La gran mayoria piensa
que son igual de probables o que sencillamente no se puede saber.

Detras de estas situaciones esta la ley de los grandes nimeros que nos indica que, cuando una
experiencia aleatoria se repite un gran nimero de veces, la frecuencia relativa de cada suceso se
parecerd mucho a la probabilidad tedrica.

«Memoria» del azar

El 74% considera que despues de obtener 5 caras consecutivas al lanzar una moneda al aire, en
el sexto lanzamiento la cara y la cruz son igual de probables. Piensan por lo tanto que el azar no tie-
ne memoria y que un resultado no condiciona el siguiente. Tienden, sin embargo, a generalizar en
exceso esta falta de memoria, como se puede ver en el caso de las chinchetas antes citado o en la
ultima pregunta. En ésta, las 4 extracciones consecutivas en las que siempre se ha sacado una bola




negra, sélo hace sospechar al 9% que el nimero de bolas negras sea mayor que el de blancas y,
por lo tanto, el color negro es nuevamente mas probable para una quinta extraccion. El 71% cree
que ambos colores son igual de probables, el 10% opina que ya es hora de que salga una bola blan-
cay otro 10% no sabe / no contesta.

Como deciamos, estos resultados coinciden a grosso modo con los obtenidos en Inglaterra por
los autores del test. Y si pasaramos la encuesta a adultos (incluso a adultos con formacion universi-
taria) probablemente apreciariamos las mismas dificultades y conceptos erroneos, aunque sin duda
algo més refinados.

Es necesario, pues, un trabajo sistematico sobre este campo de las matematicas, que en una
primer etapa deberia ir dirigido fundamentalmente a asentar intuiciones, sin pretender abordar pre-
maturamente los aspectos formales del tema (una formalizacion prematura puede llevar a los alum-
nos a disociar su experiencia escolar de su experiencia diaria y a mantenerlas en compartimentos
estancos), con mucho trabajo practico, discusion en pequefios grupos y del conjunto de la clase.
Las actividades a desarrollar deberian estar centradas en juegos, formulacion de conjeturas y verifi-
cacion de las mismas, planificacion y realizacion de experiencias sencillas, simulaciones, etc.
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Anexo Il: Hojas de trabajo

Consta de:
» Serie con los elementos caracteristicos de la elipse, 1a hipérbola y la parébola.
* Hoja de trabajo 1. Dibujos de conicas.
* Hoja de trabajo 2: Tablas para estudiar las conicas como lugares geométricos.
* Hoja de trabajo 3: Tramas par dibujar elipses, hipérbolas y parabolas.
* Hoja de trabajo 4: Tabla para estudiar la excentricidad.

* Hoja de trabajo 5: ldentificacion de conicas en situaciones reales.
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ELIPSE

HIPERBOLA

PARABOLA
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~ HoJA DE TRABAJO 2

Elipse

D
Distancia del punto a un
foco

Dl
Distancia del punto al otro
foco

D+D
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Hipérbolas

D
Distancia del punto a un
foco

Dl
Distancia del punto al otro
foco
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Parabolas

D
Distancia del punto a un
foco

D'I
Distancia del punto al otro
foco
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Circunferencias

D
Distancia del punto al
centro
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Tipo de conica

d
Distancia focal

a
Longitud del eje mayor

d/a
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Posicion de la linterna (perspectiva).

Recinto iluminado. Mesa vista desde la vertical.

B) Dos semicircunferencias enfrentadas y separadas.
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C) Una horquilla para el pelo.

C

D) El recorrido de una pelota de golf tras ser golpeada.

E) La figura siguiente.
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F) La grafica de la funcién f(x) = 8/x
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Anexo Il
Secciones del cono y lugares geométricos™

Material para el alumno

1. Fijate como esta construido el dibujo adjunto:
— Cortamos una superficie conica con un plano, de manera que la seccin sea una elipse.

— Trazamos dos esferas inscritas en el cono y tangentes al plano de corte. Liamamos F al pun-
to de tangencia de la esfera més pequefia con el plano, y F’ al punto de tangencia de la otra
esfera con el plano.

— La esfera pequena determina en la superficie conica una circunferencia C y la grande una

circunferencia C'
%
7

(*)  Los dibujos de este Anexo se han obtenido del libro Aprendizaje de las matemdticas por descubrimiento. Una
aplicacion al estudio de conicas de DEL Rio SANCHEZ,, J. ICE de Salamanca. Coleccion Documentos Didéacticos n® 147.
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Vamos a ver que todos los puntos de la elipse cumplen la siguiente condicion:
«La suma de las distancias de cualquier punto de la elipse a los puntos F y F' es constantes.

Demostracidn:

— Toma un punto cualquiera de la elipse: P. Traza la generatriz del cono que pasa por él. Esta
generatriz toca a las circunferencias C y C' en dos puntos Ty S.

— Recuerda que la esfera grande es tangente a la superficie conica y también al plano de corte,
por lo tanto:

PSy PF’ son tangentes a la esfera grande.

Luego:
PS = PF

.— Utilizando el mismo razonamiento con la esfera pequefia tenemos:
PTy PF con tangentes a la esfera pequefia.

Luego:
PT = PF

— Si'sumamos miembro a miembro las dos igualdades, tenemos:
PS + PT = PF + PF

pero

PS + PT = ST

ST es el fragmento de generatriz determinado por las dos circunferencias tangen-
tes, y este fragmento es el mismo sea cual sea el punto de la elipse elegido, luego:

ST es constante para todo P
PF’ + PF es constante para todo P

2. Haz un razonamiento similar al anterior para demostrar que los puntos de una hipérbola obte-
nida al cortar un doble cono cumplen la siguiente condicion:

«La diferencia de las distancias a los focos es constante».

3. En este dibujo tienes representado un cono y la pardbola que se obtiene al cortarlo por un
plano. Ademas:

— Una esfera inscrita en el cono y tangente al plano que contiene a la parabola. Llamamos F al
punto de tangencia.

— La esfera toca al cono en una circunferencia C. El plano que contiene a esa circunferencia
corta al plano que contiene a la parabola en una recta .
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Vamos a demostrar que todos los puntos de la parabola cumplen la siguiente propiedad:
«La distancia de un punto a la recta r es igual a la distancia del punto a punto F».
— Sea P un punto de la parabola, PF es la distancia del punto al foco F.

— ladistancia del punto P a la recta r es PH.

— Trazamos la circunferencia que pasa por el punto P y es perpendicular al eje del cono. Traza-
mos la generatriz del cono que pasa por P. Esta generatriz toca a la esfera tangente en el
punto T.

— Se verifican las siguientes igualdades:
PF=PT
PT = QR
QR =SV
SV =PH
Ayudate del dibujo para explicar por qué.

De las igualdades anteriores se deduce que PF = PH.
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