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Prdlogo

Quizé sea la Matematica, considerada como ciencia exacta por antonomasia,
la disciplina mas dura para la inmensa mayoria del alumnado medio. Y qui-
74 sea ésta la razén de que, aquellos que se dedican a ensenarla, sientan de
un modo acuciante la necesidad de buscar métodos didacticos para hacer mis
llevadera su asimilacién por las mentes juveniles,

Las Ciencias Matemaéticas, en efecto, son dificiles e incluso, en ocasiones,
aburridas; esto es algo de lo cual, los profesores de esta asignatura dotados
del suficiente espiritu critico y pedagdgico, han sido conscientes desde hace
mucho tiempo. A este grupo selecto, que no utiliza la Matemdtica como un
arma para demostrar al ignaro jovenzuelo que estd a afios luz de su sapiencia,
sino que pretende hacer de esta ciencia un instrumento de formacién y un
motivo de goce y de autorrealizacion plena, pertenece, sin duda alguna, D. Pe-
dro Puig Adam, uno de los mds grandes matemadticos y, sobre todo, uno de los
mas grandes pedagogos espafioles. De ahi que este ndmero sobre didactica
de las Matematicas se lo dediquemos, como modesto pero sincero homenaje,
cuando se han cumplido veinticinco afios de su muerte. Y es que Puig Adam,
quizd mds que ningidn otro matemadtico espaiiol, se ocupd y preocup6 de que
su ciencia fuera algo que se pudiera aprender; con esfuerzo, si; pero sin sufri-
miento ni hastio. Muchas de sus ideas pedagégicas —algunas de las cuales
recogemos en la primera parte de este nimero monografico— son una clara
anticipacidon de ideas actuales, en la mas pura linea de la pedagogia activa,
que trata de fundamentar los métodos didacticos en los heuristicos.

El presente volumen se estructura en cuatro grandes bloques: el primero
se dedica a analizar la vida y la obra de Puig Adam; hay un recuerdo emo-
cionado de su hija mayor, Emilia Puig Alvarez; una visién, a la vez objetiva
y admirada de su labor cientifica, que escribe Fernidndez Biarge; un repaso
a su obra escrita, hecho con carifio y humor por Pep Sales; y, sobre todo,
tres articulos magistrales del propio Puig Adam, en los que pueden encontrar
ideas valiosas tanto los matemdticos como los profesores ajenos a estas ma-
terias.

El resto del volumen lo constituyen tres bloques temaiticos —Simulacio-
nes, Experiencias y Estudios— bajo cuyos epigrafes hemos incluido un con-
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junto de articulos, elegidos entre los muchos que han llegado a la redaccién.
El primero de estos bloques engloba tres trabajos que proponen actividades
de simulacidn, tan a menudo olvidadas a pesar de su reconocido e innegable
interés didactico. El apartado de Experiencias recoge unas reflexiones sobre
las dificultades de aprendizaje que surgen en la resolucién de problemas; la
utilizacién del surgimiento histérico del nimero irracional como instrumento
didictico; una aplicacién interdisciplinar de la trigonometria y una intere-
sante propuesta de llevar la investigacién a las aulas. En el bloque final de
Estudios, una serie de trabajos mds puramente tedricos, pero de indudable
interés culminan en un desarrollado ~—y esperamos que Util-— estudio biblio-
grafico.

Suponemos que la eleccién de los trabajos que componen este volumen,
como toda eleccidn, no habra escapado a la subjetividad; sin embargo, hemos
procurado que la muestra ofrecida fuera variada, tanto en la temética como
en las propuestas. Por apartarse de la linea que nos habfamos marcado, y no
por falta de valia intrinseca, nos hemos visto en la necesidad de no incluir
algunos trabajos de interés indudable, que deseamos puedan ver la luz en
futuras publicaciones.

Creemos que el conjunto puede ser itil al profesorado que se preocupe
por la diddctica de las Matemiticas, sobre todo en la linea activa que pre-
tende la Reforma de las Ensefianzas Medias.

LOS COORDINADORES

Aclaracion

En el n.° 8 de NREM (invierno-84)
y en el articulo “Revistas de temas
-educativos de Espafia” se produjeron

Boletin del Colegio Oficial de Doctores
y Licenciados en F. y L. y en Cien-
cias. Madrid.

Boletin Informativo. Accién Educativa.

algunas omisiones, que ahora subsa-
namos en la medida que las conoce-
mos, con nuestras disculpas a sus
editores y redactores:

Madrid.
Experiencias Pedagdgicas. Fundacién
«Hogar del Empleado». Madrid.
Nuestra Escuela (FETE-UGT). Aveni-
da de los Toreros, 3 y 5. Madrid.
Revista De Juventud. Revista de estu-
dios e investigaciones. Ministerio de
Cultura. Madrid.



Puig Adam, maestro




Don Pedro Puig Adam,
visto por su hija Emilia

De nuestra redaccion

Hacer una ‘‘nota biogrifica”, con las fechas y jalones principales del biogra-
fiado, resulta siempre un poco frio y distante. Esas biografias de puros datos
son, en parte, como la historia que se limita a contarnos sobre reyes y bata-
llas. La historia, también —quizd sobre todo—, es la pequena historia, la que
hacen los hombres de cada dia y en cada dfa. Y con las biografias sucede
igual: aparte de titulos y honores, un hombre es un ser esencialmente cotidia-
no, que tiene una familia, unos ‘“tics”, unas aficiones... Buscando todo esto
—Ila “pequena historia” de Puig Adam— hemos pedido a su hija mayor, Emi-
lia Puig Alvarez, que nos recibiera y nos contara cosas del ilustre mate-
maético. Y ella, cortés y amable, nos ha brindado datos inéditos, tanto de
palabra como por escrito —pues esti escribiendo una biografia de su pa-
dre—. Fruto de nuestra conversacién con Emilia Puig es gran parte de lo que
sigue, y que brindamos a nuestros lectores en la seguridad de que sentirdn
asf mas cerca a ese gran cientifico y maestro que fue Padro Puig Adam.

De Peret a «le petit Pierre»

Nacié Pedro Puig Adam en Barcelona, el 12 de mayo de 1900. Esto le
hacia ilusidn, y siempre que hablaba de su edad afiadia: *‘yo voy con el siglo”.

Peret —as{ le llamaban de pequefio, y asi le llamaremos mientras nos
refiramos a esta época de su vida— fue hijo tnico de un matrimonio joven.
Su padre, Roberto Puig Dalmases, funcionario de la Empresa Maquinista Te-
rrestre y Marftima, de la que llegd a ser secretario; su madre, Concepcién
Adam Gandé, hija de una familia de la burguesfa media barcelonesa.

El padre de Peret, huérfano desde la adolescencia, era un buen catalan,
honrado. trabajador. inteligente v recto. Su trabajo profesional y su hijo fue-

9



PNREM /7

ron, sin lugar a dudas, los objetivos de su vida. “Mi abuelo -—dice Emilia
Puig—, que en su juventud fue poco religioso y poco amigo de los curas,
murié como un fervoroso catolico, llevado al seno de la Iglesia por su hijo,
a lo largo de los afios”. Fiel a sus ideas liberales de juventud, Roberto Puig
no quiso que su hijo fuera a un colegio religioso, sino que le llevé a una
Escuela Municipal. Luego, en casa, completarfa la formacién de Peret, ense-
fidndole idiomas y miisica.

El pequefio Peret iba al colegio, con su delantalito a rayas y su pelo muy
corto, casi al cero. La madre no tuvo ocasidén de hacer rizos a su hijo porque
el padre tuvo siempre por norma llevar al chico bien rapade. Peret era un
nifio de cabeza grande. Esto dio lugar a las burlas de sus compafieros de
colegio —con la habitual “ternura” infantil—; y él confesaba que, desde
muy pequefio, sufrié con su perimetro craneal, sobre todo cuando comprobé
que no habia manera de comprarle una gorrita marinera que le entrara en la
cabeza. “Esto —nos cuenta su hija— lo superé relativamente pronto, porque
siempre tuvo gran sentido del humor”.

Pero el pequefio Peret era un chico listo y era, también, un buen nifio.
Los domingos, después de ir a Misa con su madre -—que lo llevaba a hurta-
dillas— atravesaba Barcelona en un tranvia amarillo y llegaba a la torre que
sus abuelos maternos tenfan en San Gervasio. Su abuelo Faustino era sordo-
mudo, y el chico, para entenderse con ¢él, aprendi6é a expresarse con el alfa-
beto de las manos. Los dos jugaban mucho, y Peret se pasaba las horas muer-
tas viendo pintar a su abuelo.

“Peret —nos dice su hija— era un nifio seriecito y obediente, educado
con el rigor y el respeto de la época. Siempre hablé de “usted” a su padre
y de “tu” a su madre. Sin embargo, tuvo en su infancia dos pataletas notorias
—que €l recordaba todavia—: una, porque, segiin el uso, hubo de recitar
una décima en el cumpleafios de su primo Ramonet. (Aquel suplicio no se le
olvidé jamds, y siempre lo recordé como un ejemplo de algo verdaderamente
ridiculo). La otra pataleta fue por unos borceguies, con lazos a media pierna,
que no fue capaz de soportar.

Y es que la madre de Peret —que era persona con fuertes tendencias de-
presivas— estaba desconsolada por no haber tenido una nifia. “Un dia —es-
cribe Emilia— vistié a Pedrito de nifia, le llen6 de lazos y tirabuzones posti-
zos y le llevd al fotégrafo, un circunspecto pariente de la familia. Y aunque
al nifio aquello no le hizo ninguna gracia, supo soportar como un caballero
el capricho de su madre y no organizé la que hubiera sido la tercera pataleta
histérica™.

A todo esto, Peret, que tenia mucha facilidad para asimilar lo que le pu-
sieran por delante, fue avanzando en el conocimiento de la lengua francesa,
hasta tal punto que su padre decidié llevarle a un internado al pais vecino.
Esto, claro es, ocasioné una conmocién familiar, y la madre se puso enferma
del disgusto. Pero Roberto Puig tenia su plan trazado, y el pequefio fue a un
colegio de Lyon, el 26 de marzo de 1908, en donde estuvo hasta el 9 de
junio de 1909. (Luego irfa otra vez, de mayo a octubre de 1912).

En el colegio lo pasé mal al principio, y lloraba por las noches acordan-
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Puig Adam

dose de la familia. Luego se fue haciendo a los compafieros, y sus cartas reve-
laban su progresiva adaptacidén al medio, asf como la influencia del francés
en el modo de redactar.

Y asi fue como Peret pasé a ser “le petit Pierre”, a quien tomaron rapi-
damente afecto compafieros y profesores. Y no es un modo de hablar: es
que el chico debia de ser simpético, como demuestra un episodio de aquellos
tiempos en Francia: un domingo, mientras paseaba por un parque, vio un
grupo de gente que hacia un concurso de canciones. Se trataba de improvisar.
“Le petit Pierre” se apunté rdpidamente: canté una cancién —que se inventd
sobre la marcha— y se llevd un premio —una botella de champén, con la que
fue corriendo al colegio—.

De su estancia en Francia guardarfa siempre un recuerdo imborrable. Y de
¢l también se acordaban, porque cuando se casé hizo una visita a su antiguo
colegio, y alli, al presentarle a los alumnos, dijeron: «Este es “le petit Pierre”,
del que tanto os hemos habladov.

Y es que, segin todas las trazas, el destino de Pedro Puig Adam era ya,
desde pequeno, dejar huella.

Se hace camino al andar

Todas las biografias —que se publicaron, sobre todo con motivo de su
muerte— resefian la brillante trayectoria académica de Pedro Puig. Aunque
estemos aqui atentos, sobre todo, a esas otras facetas mas {ntimas de su vida,
no podemos tampoco, como es obvio, pasar por alto estos jalones académicos
y profesionales. En grandes lineas, son éstos:

Hace el Bachillerato en el nico Instituto que entonces habfa en la Ciudad
Condal, y lo termina con Premio Extraordinario. Ingresa en la Escuela de
Ingenieros Industriales y simultanea estos estudios con los de Exactas. Ter-
mina la Licenciatura con Premio Extraordinario también, y marcha a Madrid
para hacer allf el Doctorado. En Madrid conoce a don Julio Rey Pastor, de
quien fue primero discipulo y luego amigo y colaborador.

Realiza su Tesis Doctoral sobre problemas de mecdnica relativista y ob-
tiene con ella un nuevo Premio Extraordinario. Contintla los estudios de
Ingenieria —que habia interrumpido—, pero por breve tiempo, ya que, atrai-
do por la docencia, se presenté a Catedras de Instituto. Y es asi como, a los
veinticinco afos, ‘obtiene por oposicidén la Citedra de Matemadticas del Ins-
tituto de Enseftanza Media “San Isidro”, de Madrid. La lucha es dura, porque
tiene hasta veinte contrincantes, en su mayoria catedrdticos. A rafz de este
triunfo, Rey Pastor le propone colaborar con él en la redaccién de libros
de Matemdticas para el Bachillerato, hechos con espiritu didictico.

En el Instituto “San Isidro” desarrolla una actividad docente larga y fruc-
tifera. (Alli fue profesor de Su Alteza Real D. Juan de Borbdn y después de
los hijos de éste, el actual Rey de Espafta, D. Juan Carlos de Borbén, y su
hermano, el Infante D. Alfonso, fallecido tragicamente en Estoril).
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Su Alteza Real D. Juan Carlos de Borbdn cuando era alumno del Instituto “San Isidro”,
de Madrid. El apunte que hizo Puig Adam del actual Rey de Espafia fue realizado, muy
posiblemente, mientras éste se examinaba, oralmente, ante un Tribunal.
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Puig Adam

Siendo ya catedrético, termina la carrera de Ingeniero Industrial. En 1934
comenzd sus ensefianzas en la Escuela de Ingenieros Industriales de Madrid,
regentando la Cdatedra de Célculo.

Desde un principio dirigié sus esfuerzos a la didictica de la Matematica,
buscando nuevos métodos para acercar tan ardua disciplina a las mentes
juveniles. En 1955 es nombrado miembro de la Comisién Internacional para
el estudio y mejora de la ensefianza matemadtica. Con Rey Pastor escribié mds
de veinte libros de matemadticas. Escribié, ademds, un centenar —aproxima-
damente— de articulos cientificos, de los que una tercera parte se refieren
a la ensefianza de la matemdtica. Con todo merecimiento, pues, es designado
para la Cdtedra de Didactica Matemitica en la Facultad de Ciencias Mate-
madticas.

. Ala vez que desarrolla esta actividad docente y pedagdgica, su inquietud
cientifica le llevé a profundizar er los estudios de Automitica, como conse-
cuencia de unos cursos profesados en la Escuela de lngenieros Industriales
sobre aplicaciones técnicas de la Matematica. Estos estudios le llevan a crear
y patentar algunos dispositivos de aplicaciéon de técnicas digitales a los pro-
cedimientos de cdlculo.

En 1956, en reconocimiento a su labor investigadora, la Academia de Cien-
cias le incluye entre sus miembros.

Un hombre flexible

Preguntamos a su hija Emilia por el cardcter de Puig Adam, por “sus co-
sas”, aquellas cosas que le hacfan ser él. Y Emilia se sonrie al recordar: “Mi
padre era muy despistado y desmemoriado para las cosas sin importancia.
Pero no querfa olvidarse nunca de las fechas entrafiables y, por si se le
pasaba, me encargaba a mi que se las recordara. Yo era su calendario”. Nos
cuenta también que en muchas ocasiones, a pesar de que le gustaba la vida
de familia y hablar en la mesa con todos, se le notaba totalmente abstraido.
Su mujer e hijos, en esos casos, le dejaban tranquilo. Al acabar le pregunta-
ban si sabfa lo que habfa comido; y en la mayor parte de los casos no era
capaz de recordarlo. Un tipico caso de “sabio distraido”.

Con todo, batié su propio récord un dia que tenfa que dar una conferencia.
Su mujer —que, conociéndole, le “revisaba” antes de salir, como casi todas
las madres hacen con los crios pequefios— comprobd, horrorizada, que debajo
del abrigo jno llevaba chaqueta! El celo “maternal” de su esposa le salvd,
una vez mas, de quedarse ante el publico en mangas de camisa. ’

Pero estos “despistes’” no le impedian -—claro esta-— tener un nivel muy
profundo de atencién para las cosas verdaderamente importantes. “Un dia
—nos cuenta Emilia— siendo yo aun adolescente, en El Escorial, estaba ha-
blando con una amiga y entre las dos estdbamos censurando muy duramente
a otra amiga camin ausente. Mi padre, que trabajaba bajo un emparrado, en
apariencia distraido, nos oy4. Y luego, ya a solas, hablé conmigo muy seria-
mente, haciéndome ver que, antes de criticar conductas, hay que ponerse en
el lugar del otro. Esto es algo que se me qued6é muy grabado. Y luego pude
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comprobar que mi padre ejercia esta norma de conducta de un modo siste-
madtico”.

Puig Adam tenia esta extrafia facultad —a medias ética, a medias psico-
16gica— de “desdoblarse” en el “td”, de adoptar el punto de vista de los
demads. Esta flexibilidad le hacfa ser tolerante con las flaquezas ajenas, por-

P
que empatizaba, de un modo efectivo, con el “otro”. Quiza radicase en esta
flexibilidad su ‘“garra” peculiar, su facilidad de conexién, que, entre otras
cosas, le permitfa ser un gran profesor.

Tenia Puig Adam un cardcter alegre, y él decia que era un hombre feliz
con su vida, tal y como era. S6lo se malhumoraba si tenfa que formar parte
de algin Tribunal de oposiciones, o de las famosas pruebas de Ingreso en la
Escuela de Ingenieros Industriales. Y en relacidn con estos motivos de mal-
humor, le aterraban las recomendaciones.

Otra muestra de su flexibilidad era su gran sentido del humor, que com-
pletaba, intelectualizdndolo, su natural contento y satisfecho con lo que te-
nfa. “De todos modos —dice Emilia—, nosotros nos damos cuenta ahora de
que nuestros padres vivieron de un modo muy modesto. Pero ellos no nece-
sitaban mads; se conformaban con lo esencial, y con el carifio que se tenian
mutuamente. La verdad es que se preocuparon mucho de nosotros, de nues-
tro porvenir, y s6lo cuando nos vieron encauzados mi padre pensé en com-
prar un piso mds moderno. Desgraciadamente no lo llegd a habitar siquiera”.

La familia

Cantar las virtudes de los que han muerto es un tépico, un recurso del
facil panegirico. Pero en-el caso que nos ocupa parece que, tdpico o no, era
verdad. Nos dice su hija: “Mis padres formaban el matrimonio mds unido
que he conocido”. «Poco antes de morir —afiade—, papd me habia dicho que
mi madre habia sido para él su “novia eterna’’». Se conocieron por su comun
aficién al piano, que tocaban juntos muchas veces, sobre todo durante el no-
viazgo.

El matrimonio tuvo tres hijos —dos mujeres y un varén— que fueron
educados rectamente. “Mi padre nunca nos consintié en nada. Era mds bien
severo. En el recuerdo que guardo de él, sin embargo, veo que tuvo una
evolucién ascendente de ternura y compenetracién. De muy pequena, mi
padre me resultaba algo distante y quiza exigente. Pero conforme fui cre-
ciendo me di cuenta de que podia consultarle muchas cosas y de que me
atendfa y me entendia”.

A pesar de ser hombre muy ocupado y de estar con frecuencia “en las
nubes” no le importaba que se le distrajera para atender a cualquier problema
de sus hijos. Hombre de claros criterios morales, sabfa aconsejarlos bien,
*...eincluso —nos cuenta Emilia— mis amigas le consultaban muchas veces
sus problemas”.

Fue su hija mayor a estudiar a Roma. De su estancia all{ conserva atn las
cartas que su padre le escribfa. “Me daba consejos llenos de buen sentido.
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Otro gran matemadtico, Rey Pastor, visto por su amigo
y colaborador Puig Adam

Podiamos hablarle de cualquier cosa, de nuestros problemas sentimentales,
de nuestras amistades, y el opinaba, en muchas ocasiones, mds como amigo
que como padre”. (Mientras nos cuenta estas cosas se le quiebra la voz y se
le nublan algo los ojos. “Hace mucho que ha muerto, pero todavia, al recor-
darlo, me emociono”. Lo dice como disculpandose. Pero es facil de entender).

Cuando don Pedro Puig Adam noté que iba a morir pidi6 a su hija ma-
yor que se quedase con él. “Me dijo que no saliera aquella tarde y me estuvo
hablando de mi madre, encomenddndomela, y también a mis hermanos. El
sabfa que habia llegado el final”. Era el 12 de enero de 1960.

Polifacetismo

Al margen de su actividad cientifica —de la que se da noticia indepen-
diente—, Puig Adam fue un espiritu inquieto y sensible, casi renacentista,
por la amplitud y variedad de sus aficiones.
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Fragmento de la partitura de uno de los bailes populares catalanes armonizados po.
Puig Adam en 1937. Los expresivos dibujos también son suyos.

Después de matemdtico, desde luego, Puig Adam era musico. Tocaba el
piano y componia. Se preocupd por e} folklore de Cataluiia y recopilé bailes
y canciones. “Cuando me casé —nos cuenta Emilia-—, toda la musica que
se interpretd en la ceremonia la habja compuesto mi padre, exprofeso, para
ese dia”.

Nos ensefia algunas partituras, escritas con una primorosa ‘“‘caligrafia mu-
sical”, tan pulcras y cuidadas que podian ir a la imprenta directamente.

Pero, ademds de miusico, Puig Adam era dibujante y pintor. Por lo qu-
pudimos ver, mejor dibujante que pintor; pero esto es algo que decimos ba-
sdndonos en escasos datos. Hay unas caricaturas de excelente factura y trazo;
vemos un retrato de su hija mayor, en tonos sepias, impecable, y un par de
6leos muy dignos y bien elaborados.

También, a veces, hacia versos. Con independencia de su posible calidac
revela el hecho la amplitud de intereses del matemadtico. Pero este poliface-
tismo, en el fondo, no era simple “dilettantismo”: obedecia, casi, a una acti-
tud ética, a un modo de encarar la vida. En una alocucién a sus alumnos de
7.° curso, en un acto académico del Instituto, el 26 de mayo de 1945, decia
—entre otros muchos consejos llenos de buen sentido, de auténtico “seny”—:
“Tended a ser un poco aprendices de todo, para vuestro bien, y, al menos,
maestros en algo, para bien de los demds”. Y €I, de verdad, puso en préactica
este consejo, porque sabfa que la especializacién, el contemplar el mundo
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Puig Adam

desde un solo punto de vista, constituye un grave riesgo de deformacién
intelectual. Por eso, junto a su maestria matemdtica, fue “aprendiz” de otras
muchas cosas; aunque, eso si, un muy digno aprendiz, porque en todo cuanto
hizo dejd, sin duda alguna, la huella de su genio, la impronta de su profunda
humanidad.
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D. Pedro Puig Adam construyd este gran icosaedro de cinta, que suspendié en el patio
del Instituto de ““San Isidro”, atirantdndolo por sus vértices mediante cuerdas tensoras
sujetas a los marcos de balcones y ventanas. ’
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La obra cientifica de Puig Adam

Julio FERNANDEZ BIARGE *

A los jévenes profesores de Matemarticas puede resultarles dificil valorar
justamente la contribucién de Puig Adam a la Matemadtica espafiola, y en
particular lo que ellos mismos han recibido de este maestro cuyo XXV ani-
versario conmemoramos ahora. Gran parte de sus ensefianzas les habran
llegado anénimamente, de segunda o tercera mano, cuando se han hecho de
uso comin las innovaciones que él introdujo valientemente en un medio
poco preparado para apreciarlas.

Aun los que no conozcan ninguna de sus publicaciones estdn siguiendo,
sin saberlo, caminos que él abrié. Los que tuvimos la suerte de convivir con
él algunos afios, como compaiieros de profesorado o como alumnos —como
discipulos suyos, en ambos casos— recordamos cémo nos asombraba con sus
creaciones, en las que la originalidad y la sensibilidad iban siempre unidas,
y sabemos bien lo mucho que debemos a sus ensefianzas y a su ejemplo.

Nuestro recuerdo no puede separar su obra cientifica de su atractiva per-
sonalidad. Hacia de su vida integra su verdadera obra y por eso en ella apa-
recfan, en armoniosa unidad, su magisterio diddctico, su produccién cienti-
fica, sus creaciones artisticas musicales, pictéricas y literarias, su abnegada
labor de profesor de multitudes de alumnos y su amor a todos los que le
rodeaban.

La investigacion cientifica en Mateméticas no fue en él un oficio, sino el
espontdneo ejercicio de uno de sus impulsos vocacionales que le llevaban
a buscar la verdad y la belleza, de la misma manera que su ‘dedicacién a la
Didéctica Matemdtica, que en sus ultimos afios se convirtid casi en una
entrega total, no fue en el fondo sino una manifestacién de su activo amor
a los demds, centrado en sus alumnos y en todos los alumnos que por enton-
ces sufrfan una ensefianza de las Matemadticas tan falta de motivaciones como
estéril.

* Catedrdtico de Algebra y Cilculo de la Escuela de Ingenieros Navales de Ma-
drid.
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Los trabajos de investigacién publicados por don Pedro llenarfan de sor-
presa a quien los estudiase sin haber conocido a su autor, por el fuerte con-
traste que se observa entre la profundidad y originalidad de sus hallazgos y la
brevedad del desarrollo de sus consecuencias. Podria decirse que, descubierto
el filén y comprobada su riqueza, lo entrega enseguida a su explotacién por
los demds. Con sélo alguna de sus ideas originales, un investigador de oficio
podia haber llenado muchos afios de trabajo.

La tesis doctoral de Puig Adam llevd el modesto titulo de Resolucidn de
algunos problemas elementales de Mecdnica Relativista Restringida, y tiene
el especial mérito de haber sido escrita en 1921, cuando las teorias de Einstein,
aun no bien comprendidas en muchos medios cientificos, eran conocidas por
muy pocos en Espana.

La inclinacién posterior de don Pedro hacia la investigacién aplicada a los
problemas técnicos no puede interpretarse como una desviacién de su linea
de conducta, del mismo modo que sus estudios de ingenierfa no fueron una
simple concesién a consideraciones de orden econémico, sino una etapa esen-
cial en la formacién del maestro. Una de las ideas mas arraigadas en su pen-
samiento es precisamente que las Matematicas, aun siendo de naturaleza abs-
tracta, no deben desligarse nunca del juego de abstracciones y concreciones
que, por una parte, las originan, y, por otra, les dan aplicacién, so pena de
perder lo mds importante de su valor educativo e incluso de hacerse estériles
para su evolucidn posterior. Por eso buscaba en la técnica, tanto una fuente
de inspiracién como un campo en que aplicar sus resultados. A esta linea
de accién pertenecen sus trabajos Sobre las catenarias de tension minima
y otros sobre Comportamiento de materiales ferromagnéticos, sobre La esta-
bilidad del movimiento de las palas del autogiro y sobre La absorcion de la
energia cosmica por la atmdsfera.

Como una nueva prueba de su habilidad para descubrir estructuras mate-
maticas en las actividades de la vida corriente, es decir, de llevar a cabo la
operacién de abstraccién a que nos referfamos antes, publicd sus trabajos
sobre las Curvas de distribucién por edades de una colectividad profesional
y sobre Una teoria matemdtica de escalafones cerrados y sus aplicaciones a
problemas de Hacienda y Prevision.

Su tratado de Geometria Métrica, publicado hacia 1947, constituye una
verdadera revolucién en el libro de texto técnmico, tanto por su maravillosa
exposicién como por lo originalisimo de su concepcién. Algunas partes de su
contenido dieron lugar a publicaciones cientificas en la Revista Matemdtica
Hispano-Americana. Lo primero que llamd la atencién en él es la eleccién
de los axiomas del movimiento en sustitucién de los de congruencia, habi-
tualmente utilizados antes. Puig Adam explica brillantemente por qué pre-
fiere hacerlo asi: “Los axiomas de la congruencia —dice— conducen inva-
riablemente a la triangulacidn de la Geometria, el rigido reticulado euclideo
cuyas mallas triangulares aprisionan las figuras dictando leyes de igualdad
y proporcién. Mids educativo parece caracterizar desde un principio los mo-
vimientos y ligar a cada figura aquellas transformaciones que ponen de mani-
fiesto sus propiedades”. Todo el libro es fiel a esa idea, tan certeramente
expuesta, y a pesar de que casi todos sus capitulos versan sobre temas clésicos,
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la unidad que preside su construccién y la originalidad de su desarrollo, lo
convierten en una excelente preparacién para el estudio de otras ramas mds
modernas de la Geometria.

Dos o tres afios después de su Geometria Métrica, publica sus Cursos
Tedrico-Practicos de Cdlculo Integral y Ecuaciones Diferenciales, sin mds
pretensiones que servir de ayuda a sus alumnos de la Escuela de Ingenieros
Industriales; pero la riqueza de motivaciones que ofrecen, la brevedad de
sus desarrollos en comparacién con la utilidad que proporcionan y la agudeza
con que estdn escogidos los ejemplos, hacen que estos textos todavia sean
preferidos por muchos alumnos treinta y cinco afios después.

En esas mismas fechas publica un trabajo sobre Un teorema general de
funciones compuestas y sus aplicaciones geométricas y fisicas, y otro sobre
La transformacion de Laplace en el tratamiento matemdtico de fendmenos
fisicos, siempre fiel a la linea de mantener a la Matematica en fecunda cone-
xién con la realidad.

Quizés la parte mds original de su obra cientifica la constituyan sus traba-
jos sobre las Fracciones continuas de cocientes incompletos diferenciales, pu-
blicados en los afios 1951 a 1953. Estos trabajos fueron inspirados, en perfecta
consonancia con las directrices que se observan en toda su obra, por un pro-
blema de indole técnica: La impedancia de una linea eléctrica con autoin-
duccidén y capacidad repartidas en forma continua a lo largo de ella. Genera-
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lizando el paso al limite de una funcién de particién que conduce a la defini-
cién de la integral de Riemann, construye otra funcién de particién aplicando
a las diferenciales de dos funciones dadas el algoritmo de las fracciones con-
tinuas. Obtiene asi, por paso al limite, un funcional de la pareja de funciones
citadas que resuelve el problema de partida. Este funcional no lineal tiene
interesantes propiedades, y as{ como la integral de Riemann resuelve la ecua-
cién diferencial consistente en la obtencién de la primitiva de una funcién,
el nuevo funcional resuelve la ecuacién de Riccati. Trata también las frac-
ciones continuas ramificadas, en correspondencia con'la bifurcacién de una
linea de transporte eléctrico. En seis articulos cientificos lanza la idea y
muestra el campo de sus posibles aplicaciones; no lo agota. Realizado el ver-
dadero acto creador, no se aferra a su explotacién minuciosa; podia haber
abordado la determinacién de condiciones suficientes de convergencia mads
débiles, la posible generalizacién de Stieltjes, las fracciones continuas depen-
dientes de pardmetros, teoremas de acotacién, o la expresién de la teoria
mediante los “cumulantes integrales”, que yo desarrollé mds tarde. Pero él
prefirié dejar el tema abierto y buscar nuevos campos en los que poder tra-
bajar en forma mas creativa.

En 1959 publica un articulo con el modesto titulo de Un ingenio eléctrico
para la resolucion de problemas de logica formal; en la versidn en francés,
que publicd en L’Enseignement des Sciences, € mismo puso “jouet” en lugar
de ingenio. Se trata de una originalfsima muestra de cdmo se puede hacer
sencillo lo que sélo se habia hecho de modo complicado, y de cédmo esta sen-
cillez puede arrojar nueva luz sobre el problema. El ingenio propuesto puede
ser construido y comprendido plenamente por los alumnos, con materiales
corrientes y econdémicos, y permite exhibiciones clarisimas acerca de proble-
mas de ldgica formal.

Poco después, la prematura muerte de don Pedro nos privé de la pro-
metedora continuacién de su labor creadora. En los dltimos afios, sobre todo,
se volcé materialmente en su propdsito de despertar una conciencia pedagé-
gica en la ensefianza de las Matemdticas, por entender que ese era el mejor
servicio que podia prestar a los que le rodeaban, a Espafia y a la sociedad.
No hemos hablado aqui, porque no era nuestro propésito, de su ingente
labor en la Didéctica de las Matemdticas, tanto doctrinal como testimonial,
que consumid sus mejores esfuerzos y dio los frutos mds permanentes.

En los afios que abarcé la vida de don Pedro, las Matemdticas dieron en
Espafia una salto gigantesco, partiendo casi de la nada para situarse, en cier-
tas parcelas, al nivel de los pafses mds avanzados. Lo prodigioso de este
cambio es que su realizacién se debié a un nimero reducidisimo de personas,
repartidas apenas en dos generaciones. Los matemdticos de hoy dfa, profeso-
res e investigadores, han encontrado para su labor un terreno abonado, donde
pueden recoger el fruto con un esfuerzo razonable. Los pioneros que nos han
legado esas tierras comenzaron su tarea en un desierto desolador. Eran
hombres animados por una vocacién inmune a la adversidad de las circuns-
tancias, con visién clara de los logros que podian alcanzarse y capacidad
creadora para abrir los caminos que todos hemos seguido. Eran muy pocos,
y don Pedro Puig Adam ocupé un lugar destacado entre ellos.
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1. Ensenanza heuristica de la
Matemadtica

En la XX V1 Semana Pedagdgica de la Federacién de Amigos
de la Enserianza el ilustre Catedrdtico don Pedro Puig Adam
pronuncid la siguiente conferencia:

Una vez mds tengo el gusto de dirigirme a la Federacién de Amigos de
la Ensefianza, amablemente invitado por su Secretario en esta su XXVI Se-
mana de Educacién, y lo hago con verdadero placer, porque he entendido
siempre que la enseflanza oficial y la privada deben actuar en estrecha cola-
boracién en la tarea de mejorar sus métodos.

Todos los nifios espafioles, estudien donde estudien, son acreedores a la
misma atencién y tienen derecho a beneficiarse por igual de los avances que en
materia de pedagogia se promuevan en Espafia y fuera de ella. En consecuen-
cia, todo el profesorado espafiol, oficial y no oficial, tiene el deber de sen-
tirse unido, contribuyendo con su trabajo y experiencia al mismo aliento de
mejora, dejando a un lado antagonismos que no debieron haberse suscitado
ni alimentado nunca, y con el pensamiento puesto tan sblo en lo que ha de
ser objeto comun de nuestros afanes: la mejor formacién del nifio espafiol.

* * *

Decia hace pocos dias en Valladolid, en conferencia sobre la formacién
del profesorado, que esta formacién no termina nunca; que el profesor sigue
mejordndola durante toda su vida; que continta aprendiendo de sus propios
alumnos mientras vive y ensefla. La clase vivida es el mejor de los textos
donde puede ir descubriendo dfa a dia las facetas desconocidas de la inteli-
gencia del nifio. Desdichado el que se crea en posesién de un modo de hacer
tan perfecto que no admite retoques ni mejoras. Y desdichados sus alumnos;
porque la inamovilidad de procedimientos y la carencia de estimulos no es
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solamente signo de soberbia, sino también de muerte. Cuando se tieng un
sentido autocritico alerta y cuando se sabe leer en el libro eternamente abierto
de la clase, nunca se termina el proceso de acumulacién de experiencia y de
mejora y adaptacién consiguiente de procedimientos.

Leamos, pues, en este libro. ;Cudl es el balance de satisfacciones que en-
contramos en é1? ;Qué nos dice la experiencia del éxito de nuestra ensenan-
za? ;Qué interés hemos sabido despertar? ;Cudntas vocaciones, cudntas vo-
luntades hemos sabido atraer hacia nuestros estudios? Confesemos nuestra
decepcién. La Matematica sigue siendo el principal escollo con el que tro-
pieza la nifiez y la juventud que pasa por nuestras manos. Y menos mal si no
hemos dejado un lastre de odio hacia ella. Porque si preguntdis, no ya a los
pequefios, sino a los mayores, a los hombres de mi generacién, de aquella
que se formé a usanza clésica, con la zarabanda de postulados, teoremas, co-
rolarios, escolios..., que llenaban nuestros textos, os declarard sin rodeos que
la Matemaética fue para la casi totalidad de ellos, no ya una disciplina diffcil,
sino un galimatias de enunciados y razonamientos que terminaron por apren-
derse de memoria, como un suplicio impuesto al margen de toda comprensién
y de todo interés. Toda la conviccidén que adquirieron la mayoria de los varo-
nes de nuestra generacién fue la de su incapacidad para las matemdticas.
“No sirvo”, era la impresién que dejaba su estudio en la inmensa mayoria
de los escolares de comienzos de siglo..., y, claro es, el aborrecimiento defi-
nitivo a lo impuesto e incomprendido es inevitable.

Pues bien, hay que empezar por declarar muy alto que este “Non possu-
mus” con el que se resignaban los alumnos, y al que asentian ticitamente los
profesores, es una lamentable falsedad, resultante tan sélo de un defectuoso
sistema de educacién. No hay nadie, absolutamente nadie, que pueda decla-
rarse especificamente negado para las matemdticas. Existen, si, diferencias de
ritmo en el aprendizaje de ellas, lo mismo que en cualquier otro aprendizaje;
pero creer que para aprender matemdticas es necesaria una facultad especial
Unicamente reservada a cerebros de cierto privilegio, es un error que hay que
combatir con energia, mejorando precisamente nuestros sistemas de ense-
fianza. Aquel verdadero horror a las mateméticas fue tan sélo la consecuencia
de un verdadero error educativo. Error de programacion; inadaptacién del
método; ineficacia del modo.

Errdénea la programaci6n cldsica por presentar la Matemdtica dividida en
compartimentos separados, dispuestos linealmente a lo largo del Bachillerato:
Aritmética, Geometrfa, Algebra y Trigonometrfa, tal como aparecieron his-
toricamente a través de los genios griego, primero, y 4rabe, después. Equi-
vocada por no tener en cuenta la génesis del pensamiento matematico de la
humanidad y la evolucién, en cierto modo paralela, del pensamiento matema-
tico del nifio, el cual se desarrolla concéntricamente en multiples direcciones
en lugar de agotar radialmente los recorridos; que se organiza mejor a través

de unidades funcionales progresivas que en torno a las escuetas unidades
deductivas clasicas.

Absurdo el método —método integramente légico, hipotético-deductivo,
tal como fue transmitiéndose de generacién en generacién desde los tiempos
de Euclides—sin tener en cuenta que éste no escribié sus famosos elementos
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para uso de nifios de once o doce afios. Del todo absurdo y antiformativo,
por escamotear el perfodo intuitivo e inductivo seguido por la humanidad
hasta llegar a la madurez sintética griega; por olvidar el largo proceso previo
de edificacién de categorfas mentales, segin gradacién de abstracciones que
es preciso ajustar al ritmo normal de crecimiento escolar.

Inoperante el modo por descuidar totalmente la captacién de intereses,
pretendiendo suplir esta falta de atraccién natural del nifio hacia el objeto
de estudio con el dnico recurso de estimulos coactivos secundarios oscilantes
entre la fnonerfa y la crueldad; llamadas a la vanidad o al temor; espejuelo
de premios, amenaza de castigos.

Una mds extensa critica de este tipo de ensefianza matemdtica tradicional
y de sus consecuencias hallard quien le apetezca en la conferencia pronuncia-
da en Semana andloga hace siete afios y publicada en el nimero de Atenas de
marzo del 51. Si me he permitido recordar hoy nuevamente esta critica es tan
s6lo para empezar efectuando un balance de los progresos que en materia de
programa y de método se han realizado ya en lo que va de siglo y para situar
asf en su adecuado marco las esperanzas de mejora en lo que se refiere al

modo.
* L. *

Si quisiéramos sintetizar en términos esquemdticos las cuestiones que de-
terminan el proceso de aprendizaje del nifio, podriamos centrarlos alrededor
de estos tres interrogantes:

(Qué es lo que el nifio debe aprender?
(Qué es lo que el nifio puede aprender?
¢{Como lograr que el nifio quiera aprender?

Las necesidades sociales de cada momento histdrico (junto a la constante
del destino eterno) nos marcardn lo que el nifio debe aprender. La evolucién
psicoldgica de su inteligencia nos dird lo que el nifio puede aprender. Pero
tan importante como todo ello es que el nifio quiera. SOlo asi el aprendizaje
serd auténtico, por ser natural y no forzado. Hay que atraer su afecto al ob-
jeto del conocimiento. Despertar en él la voluntad del esfuerzo para adqui-
rirlo, antes de imponerle dicho esfuerzo como un mero sacrificio.

Pues bien, la enseflanza tradicional matemdtica solamente prestaba aten-
cién al problema del programa, a lo que el nifio debia aprender, y ello atn
con visién tan retrospectiva y arcaica, que bien puede declararse hoy en gran
parte inservible y caducada. Las humanidades de hoy no son las de antafio.
No preparamos al nifio para vivir el recuerdo de nuestro pasado, sino para
vivir su futuro, lleno de exigencias técnicas y, por ende, cientifico-matema-
ticas.

Pero la gravedad del error de la ensefianza tradicional se manifestaba adn
mis ostensiblemente en las preguntas segunda y tercera de las formuladas,
que son precisamente las relativas al método y al modo. No se prestaba nin-
guna atencién a lo que el nifio podia, en verdad, asimilar en cada etapa de su
desarrollo, ni menos todavia se preguntaron nuestros profesores si nosotros,
nifios, tenfamos algun deseo de aprender lo que nos ensefiaban, pregunta que
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en aquellos tiempos hubiera parecido ridiculamente absurda. De aqui el im-
perativo exclusivo de los modos indirectos y coactivos de estimulo.

Afortunadamente, los progresos en el conocimiento de la psicologia inte-
lectual en lo que va de siglo y, concretamente, los numerosos estudios rea-
lizados acerca de su evolucién intelectual han promovido una indiscutible
mejora en la cuestién de métodos. Asi, la implantacién de los métodos cicli-
cos, y de métodos intuitivos en los primeros afios de Bachillerato permitie-
ron ajustar mejor los procesos de aprendizaje a la continuidad del desarrollo
intelectual del nifio, salvando el abismo que existia antes entre la Escuela
y el Instituto, brusquedad de salto caracteristica de una ensefianza matema-
tica elemental montada sobre dos vacios: el empirismo instrumental de la

aritmética primaria y el logicismo prematuro de las matematicas clasicas del
antiguo Bachillerato.

Espafia no ha ido a la zaga en esta saludable evolucién de métodos. Casi
me atreveria a afirmar que en algunos perfodos hemos ido en vanguardia,
ignordndolo nosotros mismos. Me refiero, por ejemplo, a la modalidad ca-
racteristica de los métodos intuitivos introducidos en el ‘Bachillerato espaiiol
hacia 1926 y 27, operando con un concepto de intuicién maés cercano al de
la auténtica actividad descubridora y generadora del pensar matemdtico
que al sentido que a esta palabra se suele dar en la pedagogia tradicional.
Intuicién mds significativa de evidencias interiorizadas, de adivinaciones, de
experiencias imaginadas, que de observaciones y experiencias reales que cons-
tituyen el estrato inferior, la primera base sensible de nuestro conocimiento.
Intuicién que no excluye el uso del razonamiento, sino que se apoya, por el
contrario, en una intensa actividad razonadora que todavia no es abstracta
ni reductiva, como la actividad racional clasica. Intuicién que busca el acceso
directo e inmediato a la verdad apoyando los razonamientos en oportuno
pedestal concreto. En este modo de concebir la ensefianza intuitiva y en la
amplisima y variada llamada a imdgenes vitales con las que se empez6 a fo-
mentar en la mente del nifio espafiol la elaboracién subconsciente de abs-
tracciones posteriores, radicé tal vez la singularidad avanzada de nuestra so-

lucién al problema de la ensefianza intuitiva de la Matemadtica en los prime-
. ros grados.

Reforma que fue acentuada posteriormente con la introduccién insensible
y progresiva de la evidencia légica reductiva; desplazamiento gradual de las
evidencias sensible e intuitiva anteriores; evolucién paulatina, siempre més
atinada que la presentacién ex abrupto del método racional en un tercer
curso, como se hacfa, por ejemplo, en los programas del afio 34. Evolucién
metddica que culmina en los cuestionarios recientes con la introduccién de
unas nociones de metodologia de la matemadtica elemental en et quinto curso,
ultima innovacién que aporta una nueva y acusada personalidad en los pro-
gramas espafioles. La comparacién de los textos y programas actuales con
los mas acreditados antes de 1926 permite apreciar los progresos realizados
en materia de adaptacién de métodos a la evolucién intelectual del nifio.
Creo firmemente que hoy el nino espafiol puede ya aprender las matemadticas
que se le ofrecen a lo largo de su desarrollo, por lo mismo que se adaptan

mejor a €l
* * *
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Pero, como antes he dicho, esto no basta, es preciso que el nifio, ademds,
quiera. Y esta es nuestra nueva y actual cruzada. Nos encontramos ahora,
pues, ante un problema de mejora de modos, el cual habra de chocar con mas
prejuicios e inconvenientes que la reforma de métodos introducida en el afio
1926, con ser respetable la oposicién que la rutina ofendida opuso entonces
a la innovacién.

Para caracterizar en términos precisos y breves los motivos de esta con-
quista del querer del nino, me vais a permitir que me valga de conceptos
y palabras vertidos ya en otras ocasiones.

La evolucién de la Didéctica actual se caracteriza por una primacia del
acto de aprender sobre el acto de ensefar, y por el desplazamiento consi-
guiente del centro de la ensefianza. El centro de la Didéctica clasica era el
maestro; su accidn, transmitir conocimientos. Sé pensaba que quien tuviera
la fortuna de recibir lecciones de un transmisor claro y ordenado habfa de
aprender necesariamente, porque aprender en tal concepciéon de la ensefanza
era eso: recibir, es decir, lo pasivo, lo condicionado, mientras lo activo, 1o
determinado era ensefar, era transmitir.

Se ha tardado no poco en tener conciencia clara de que el acto de apren-
der es mucho mds complicado que lo que supone la recepcién pasiva de cono-
cimientos transmitidos; que no hay aprendizaje donde no hay accién, y que,
en definitiva, ensefiar bien ya no es transmitir bien, sino saber guiar al alum-
no en su accién de aprendizaje. Esta accién del alumno ha terminado asi
primando sobre la accién del maestro, condiciondndola totalmente y subvir-
tiendo la primacia inicial de sus papeles. El centro de la ensefianza ya no es
hoy el maestro, sino el alumno. Rotunda verdad, que de puro sencilla mu-
chos maestros no han asimilado todavia.

El interés del nifio por el conocimiento que recibe estd en razén directa
de la parte activa que toma él mismo en su adquisicién. En matematicas,
concretamente, las sintesis euclideas resolvieron el problema de la sistema-
tica transmisién de conocimientos matematicos, separando totalmente la
transmisién de la génesis. La solucién, perfecta o casi desde un punto de
vista 16gico, era equivocada desde un punto de vista psicolégico, porque la
sintesis, al ocultar hipdcritamente todo el proceso activo de elaboracién en
el que radica la génesis del conocimiento transmitido, pierde su vitalidad, en
interés y en eficacia formativa, lo que gana en valores estrictamente 14gicos.
Por muy elevado que sea el concepto que el alumno tenga de su maestro,
dificilmente se interesard en recibir pasivamente los productos elaborados a
través de procesos sintéticos en los cuales él no ha tomado arte ni parte.

La accién no es s6lo una necesidad vital del nifio, cuya introduccién en
los procesos de aprendizaje marca la principal caracteristica de la escuela
moderna, sino que desde el punto de vista epistemolégico es esencial en la
formacién del pensamiento mismo (y reproduzco ahora palabras textuales del
prélogo de mi Diddctica matemdtica heuristica). Pensamiento y accién apare-
cen de tal modo vinculados, que si no es posible concebir accién sin pensa-
miento que la conduzca, tampoco se concibe pensamiento sin accién que lo
haya provocado.
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Esta vinculacidn es tan esencial en matematicas, que no ,hay cor{cepto
fundamental que no tenga su accién generadora, dgsde la nocién de numero
natural (originada por la accién de coordinar conjuntos), hasta las nociones
proyectivas (procedentes de acciones de proyectar, cortar, etc.) y topoldgicas
(entrar, salir, situarse entre, etc.).

A la luz de la sistematizacién moderna de la matematica, esta concepcion
activa de la génesis del pensamiento matemdtico a‘ldcllui.ere un mds smgula’r
relieve que acusa la necesidad perentoria de una didactica gonsecugnte. Asi,
la Geometria moderna no es ya el estudio de tales o cuales figuras, sino el fie
las propiedades que permanecen invariantes en tales o cuales transforma01o-
nes (acciones efectuadas sobre ellas). El Algebra moderna es el estudio de
estructuras operacionales, una especie de dindmica de relamoneg en la que
ya no interesan los seres relacionados, sino las acciones relacionantes, es
decir, las operaciones y sus leyes o propiedades.

Se siente, en resumen, la necesidad imperiosa de una didactica no sélo
activa, sino heuristica en el sentido de procurar que el alumno elabore por
si mismo los conceptos y conocimientos que haya de adquirir, mediante el
acicate de situaciones hdbilmente creadas ante él por el maestro, con objeto
de que el interés funcional y directo por ellas despertado sea suficiente para
fomentar la actividad generadora. Mds que interpretar la Matemdatica como
un colosal depdsito estratificado en los textos que las anteriores generacio-
nes nos han legado, hemos de concebirla como una actividad pensante en
eterna produccidén: la de ayer, la de hoy, la de manana. Para que no falte
esta ultima formamos a nuestros alumnos hoy. Sélo cultivando el espiritu
de investigacién y de conquista se asegura, a un tiempo, la firmeza de lo
adquirido y la continuidad histérica del progreso. Y obsérvese cémo no per-
seguimos una did4ctica facilona y blandengue, sino, por el contrario, una
fortaleza de conocimientos y un impulso basados en el esfuerzo del nifio,
estimulando éste convenientemente, al tiempo que se graddia y dosifica. No
se trata, pues, de eludir dicho esfuerzo, sino de lograr que sea deseado.

Sin duda parecerd a muchos utépica quimera pretender que el nifio quiera,
que el nifio se interese espontdneamente por el objeto del conocimiento ma-
tem4tico, y mas quimérico ain que el nifio descubra sus matemdticas; y, sin
embargo, ambos objetivos son alcanzables simultdneamente por ser con fre-
cuencia inseparables. Preguntad a los que han vivido, a los que han experi-
mentado ya clases activas heuristicamente concebidas. Ellos os dirdn la asom-
brosa inventiva de que hace gala el nifio, aun a veces los que en las primeras
reacciones parecen manifestarse mas torpemente. Ellos os dirdn la inmensa
alegria del nifio que por propia inventiva descubre la verdad, el goce de
encontrar por si mismo el nudo resolvente de un problema, el hallazgo de
una ley, de una generalizacidn, esa feliz sonrisa ante la evidencia primitiva-
mente oculta. Ellos os dirdn también la forma indeleble con la que estos ha-
llazgos quedan fijados en la mente de sus descubridores. Y (qué de extrafiar
tiene que el nifio descubra gozando y goce descubriendo, si es ley natural
en el hombre no estimar tanto lo que se recibe como lo que se conquista?
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El nifio tiene una curiosidad innata, un interés vivisimo en descubrir, en
enterarse, en querer saber cosas; todo es cuestién de encauzar ese interés,
de captar su voluntad hacia el objeto del conocimiento. Pero ;cémo hallar
los estimulos eficaces en cada caso para promover espontineamente su es-
fuerzo investigador en la direccién deseada?

Este es, sefores, precisamente nuestro gran problema didéctico actual,
problema para cuya solucién pido la intensa colaboracién de todos, porque
no puede ser obra de un individuo, ni siquiera de una minoria; porque es
necesario un amplisimo repertorio de recursos de que poder echar mano, un
vasto cuadro de experiencias realizadas y anotadas para adaptar nuestra en-
sefianza a las modalidades exigidas en cada momento critico; tal es asimismo
la multiplicidad de perspectivas posibles de ambiente, de numero y calidad
de alumnos en los variados grados que abarca la Ensefianza Media. Lo que
si puedo aseguraros es que la solucién de este problema no es una utopfa.
Llevo mucho tiempo experimentando y viviendo personalmente en la con-
duccién heuristica de la ensefianza matemadtica; he visto, ademds, la rdpida
adaptacién, por simple contagio de este modo de hacer, en alumnos y com-
panieros que han conseguido ya notables éxitos y satisfacciones; y sé también
lo bastante de experiencias internacionales andlogas, para poderos asegurar
que el problema tiene solucién y que los nifios son muy felices haciendo
y descubriendo sus matemaéticas. Sin duda, hay en la sala testigos presencia-
les de tales ensayos; compafieros y alumnos con suficiente rigueza de expe-
riencias propias para confirmar la verdad de lo que estoy diciendo. Con toda
seguridad también habré, entre los presentes, profesores dedicados a la Ense-
flanza Primaria, que hayan experimentado la eficacia de los resultados que
pueden ser obtenidos con el material de nimeros en color, las famosas regle-
tas de Guisenaire, que el profesor Cattegno maneja tan admirablemente y que
ha propagado con tanto acierto ya en Espafia, donde ha dejado seguidores
de tanta eficacia como vocacién. Este material es un ejemplo palpable, por
su sencillez y multivalencia, de la riqueza de situaciones matemdticas que
pueden ser creadas ante los nifios y de cémo desde la mds tierna edad pueden
ellos descubrir sus matemadticas jugando y deleitindose. Tengo a gala haber
servido de embajador en Espafia a mi amigo Cattegno, del Instituto de Edu-
cacién de la Universidad de Londres, y estoy muy gozoso del éxito conse-
guido por el método de los nimeros en color, ya que estimo que la reforma
de modos debe tener su iniciacién desde los primeros grados.

* * *

Pero no quiero hablaros hoy de las regletas. Se trata de una Semana de-
dicada a la Ensefianza Media, y aunque también en algunos temas de ella son
las regletas utilizables y yo mismo he ideado algunas clases con ellas, veo
horizontes mucho mds amplios en la concepcién de situaciones heuristicas
aplicables a la Segunda Ensefianza. Me limitaré a citar solamente algunos
ejemplos, muy pocos, de iniciacién heuristica de clases diversas con las que
dar forma concreta a los principios generales anteriormente expuestos.

Anunciad, por ejemplo, a un grupo de nifios de once a doce afnos que vais
a exponerles un criterio para averiguar si un nimero es divisible o no por 9;
y empezad los razonamientos conducentes a tal fin. Miradles a los ojos: ni
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uno solo brilla; pupilas neutras, inexpresién, aunque escuchen con la mds
exquisita y disciplinada atencidén. Al poco tiempo, furtivas miradas al techo,
a la puerta, a las hojas del drbol que se ve tras la ventana, a la nube que
pasa, a la mancha de tinta que sobre la mesa dibuja la silueta de un extrafio
perro..., pequefios suspiros y bostezos rdpidamente contenidos; todo ello
os acusard la impermeabilidad de los ofidos y el aburrimiento y desinterés
general, a menos que una oportuna pregunta y el cero subsiguiente a la ausen-
cia de respuesta venga a restituir la atencién perdida.

Decid, en cambio, a los nifios que escriban un nfimero cualquiera, de mu-
chas cifras; que cambien el orden de ellas y resten los dos nimeros as{ for-
mados; que tachen de la diferencia obtenida una cifra, y adivinadles esta
cifra tachada, conociendo la suma de las restantes, y veréis cémo el deseo
de descubriros el truco mueve mdgicamente el interés de toda la clase y
enciende luz en las pupilas apagadas. El truco no tarda en ser descubierto,
con general alegria; preguntadles entonces (como me atrevi a hacerlo en pi-
blica y comprometida experiencia) si les basta con este descubrimiento, invi-
tando incluso a dar la clase por terminada para aquellos que no sientan nece-
sidad de mds, y os sorprenderd ver espontdnea en algin nifio la curiosidad
racional del ;/por qué? Un timido “quisiera saber por qué” hace prender inme-
diatamente la curiosidad en los demds, de tal modo que ya nadie quiere mar-
charse hasta satisfacerla. Entonces los razonamientos que hagdis para satis-
facer esta necesidad provocada a través de una adivinacién estimulante, ra-
zonamientos que son los del criterio de divisibilidad por 9, serdn acogidos
con la auténtica atencidén que el propio interés despierta, y que antes faltaba
en absoluto.

Otro ejemplo en clase de Algebra: Preparad en el encerado una multi-
plicacién de polinomios y borrad el multiplicador y los productos parciales,
de tal modo que sélo quede escrito en el encerado, al entrar vuestros alum-
nos, el multiplicando y el producto. Pretextad contrariedad por haber sido
borrada parte de la operacién y pedid ayuda a vuestros alumnos para recons-
truirla. He aquf otra situacién estimulante que tampoco me ha fallado para
llegar a conseguir que los muchachos reconstruyan, iy con qué ingenio!, el
multiplicador y los productos parciales, inventando asf ellos mismos la regla
para la divisién de polinomios.

Y si del campo de la Aritmética y Algebra pasamos al de la Geometria,
mads sugestivo si cabe desde el punto de vista heuristico, iqué amplia varie-
dad de situaciones podéis crear para estimular el interés investigador de vues-
tros alumnos alrededor de cualquier modelo, de cualquier movimiento efec-
tuado con figuras recortadas ante ellos, o mediante simples pliegues de
papell; jhasta con los elementos mas corrientes de uso diario, como carpe-
tas, agujas, un paraguas, una falleba, un sencillo juguete de contenido mate-
matico, como los puzles, los mosaicos, el “robbot” mdgico, el mecano, etc.!
Porque no credis que el modo heuristico necesite indispensablemente de una
gran riqueza de modelos prefabricados.

Con' un trozo de cordel podéis intrigar a vuestros alumnos invitindoles
a deSC.I‘lblr a ciegas la mediatriz del segmento determinado por los extremos,
sostenidos por dos de ellos. Basta partir, naturalmente, del punto medio,
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manteniendo tensas las dos mitades e ir acortdndolas simultineamente y por
igual. Y podéis dar a continuacidén una bella leccién a los mayores sobre
trazado de cénicas sin mas que alterar el punto de partida (con lo que des-
cribiréis hipérbolas homofocales) o deslizdndole a lo largo de la cuerda para
dibujar elipses a guisa de jardinero. Cada accién desarrollada ante ellos lleva
aparejada un concepto adherente, como también una intuicidén anticipada
del resultado del trazado, que podéis hacer objeto de amplia gama de pregun-
tas con las que mantener vivo el interés de la clase entera.

Con un sencillo trozo de cristal oscuro y transparente podéis crear, a los
ojos encandilados de vuestros alumnos, toda una rica variedad de situaciones
y problemas en los que juegan esencialmente la simetria especular que el cris-
tal, colocado verticalmente sobre el papel, realiza en las figuras dibujadas
en él.

En abril de este ano tuvo lugar en el Instituto de “San Isidro” una Ex-
posicidn internacional de material didactico matemadtico, simultidnea a la
XI Reunién de la Comisién Internacional para el estudio y mejoramiento
de la ensefianza matemdtica, cuyo tema era el referido material; reunién a la
que asistieron unos cincuenta representantes extranjeros de doce paises, nue-
ve de ellos expositores. En esta Exposicién tuve empefio, como miembro de
la referida Comisién, en presentar, junto a modelos didacticos expresamente
construidos, gran nimero de sugerencias de clases heuristicas, fundadas en
el uso de material muy sencillo tomado de la vida misma, v en particular
de la vida del nifio, que es el juego y el juguete. No he de cansaros ahora
repitiendo lo que alli visteis o pudisteis ver. Quiero recordar simplemente,
a modo de ilustracién, la divertida leccién que sobre trayectorias parabodli-
cas puede desarrollarse con el juego llamado “Bolavd”; la que sobre progre-
siones aritméticas puede urdirse proponiendo calcular la longitud de una
serpentina sin desliarla; la intrigante iniciacién al cédlculo con expresiones
irracionales cuadrédticas mediante la propuesta de adivinacién del numero de
piezas del rompecabezas que con el nombre de “Rombo” se expende en los
bazares; la excitante iniciacién a la Geometria analitica y a la ecuacién de la
recta conseguida con la problemdtica alineacién de tres peones del juego
llamado de “Cinco en linea”...

Omito mds ejemplos, as{ como la referencia al material de filminas y pe-
liculas, hoy ya empleadas con éxito en la ensefianza matemdtica, porque ha-
rian interminable esta charla y pudieran dejar por otra parte la falsa impre-
sién de que para cultivar el modo heuristico es necesaria una cantidad de
material inasequible a los presupuestos de los Colegios modestos. No hay tal
cosa. Bien estd si se dispone de material abundante con el que se pueda
variar el aliciente de las situaciones estimulantes, la novedad es siempre fac-
tor infalible de interés; pero conste una vez més que puede interesarse fuer-
temente al alumnado con material muy sencillo y hasta sin material alguno,
con la tiza y el encerado, con el ldpiz y el papel, como en los ejemplos antes

citados.
* * *
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Y permitidme ahora que me anticipe a vuestra critica, critica que agra-
deceré al término de la conferencia, sin que me contrarfe ni sorprenda; por-
que no hay nada, por excelente que sea, que no tenga ninguna contrapartida
de reparos. Tan es asi que, como os digo, quiero hacer yo mismo un analisis
de las objeciones mds frecuentes que se me han formulado.

Primera objecién: Lentitud del procedimiento.

Es la critica mas generalizada. Dada nuestra manera tradicional de hacer,
en la que tendemos a suministrar lo mas pronto posible reglas de accién
a los alumnos para que cuanto antes sepan a qué atenerse ante una situacién
de examen, se nos antoja perdido lamentablemente el tiempo invertido en la
espera de una solucién espontanea de los pequenos, cuando en nuestra mano
estd librarles del atolladero. Grave error. No sabéis todo el fruto que los
nifios obtienen de estos momentos de espontdneo esfuerzo, mientras se hallan
intensamente acuciados por el interés directo de la cuestién planteada. Es
necesario tener mucho aguante para la espera, lo comprendo; yo mismo me
confieso a veces impaciente. Pero jcudn gratas compensaciones proporciona
el saber esperar! Lo esencial es estar atento a que el nifio no deje de actuar
mentalmente, de combinar, de seleccionar, de organizar sus ideas, actividad
que se ve reflejada en los tanteos y garabatos emborronados, tan ricos de
ensefianzas sobre los procesos de su pensar matemdtico en sus balbuceos,
simplemente en sus movimientos de cabeza, de labios, en este mirar intros-
pectivo y acuciante... Procede a veces rebajar suave y gradualmente el nivel
del peldafio que se le ha puesto delante cuando es palpable que no va a
superarlo; aunque en esto son frecuentes las sorpresas. jCuéntas veces, como
antes os decia, los nifios que en un principio parecian mas torpes y alejados
de toda comprensién, ven luego claro subitamente, como si una luz provi-
dencial les iluminara y se acomodan tan rdpidamente al ritmo de los demads
que hasta incluso logran aventajarlos! Toda paciencia inicial es poca, y no
se olvide que el tiempo que al principio parece perdido se recupera luego
con creces por la seguridad con que el alumno asimila lo adquirido por su
propio impulso. De nada sirve acelerar a la fuerza los procesos de aprendizaje
si luego resulta nula o casi nula la cosecha, y hay que repetir y repetir para
conseguir una fijacién artificiosa de conocimientos.

Segunda objecidn: La falta de hemogeneidad de la clase.

No es, en verdad, objecién aplicable especificamente al método activo
heuristico, sino también a cualquier otro método como, por ejemplo, el tra-
dicional de explicacién. Menos recursos tiene en éste el profesor para ente-
rarse de la inadaptacién posible de su ritmo al de comprensién de la clase.
Precisamente el hecho de acusar més pronto los asincronismos del alumnado
constituye un tanto a favor del activismo heuristico. Pero ello no nos excusa
de hablar del problema. El planteamiento en comun de las cuestiones esti-
mulantes a un grupo de muchachos ofrece el natural inconveniente de que
los mejor dotados se adelanten a dar la solucién a los demds y de que éstos
terminen acomoddndose a que sus compafieros discurran por ellos. Este
inconveniente se presenta especialmente en las clases en las que, bien sea
por el elevado numero, bien sea porque la limitacién del material imponga
su manipulacién colectiva, resulta obligada asimismo la formulacién de pro-
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puestas en grupos. En tal caso es preciso vigilar muy cuidadosamente que
todos intervengan en el didlogo, menudeando y distribuyendo las preguntas,
procurando que las mas fdciles recaigan en los menos dotados para que todos
sientan motivo de satisfaccién en particular, y conteniendo si es preciso la
impaciencia natural de los que inevitablemente se adelantan en ver claro,
0 en imaginarse que lo ven. Mejor resultado da en ocasiones invitarles
a escribir en silencio las soluciones y respuestas en hojas que el profesor
revisa una a una recorriendo constantemente las mesas, mientras plantea las
preguntas y comenta las respuestas. En este modo de proceder, como en el
del didlogo, es muy importante que los alumnos se autocorrijan enfrentando
las opiniones y resultados contradictorios para que los mismos enfrentados
decidan quién tiene razén. Y cuando nadie acierte, en lugar de un expedi-
tivo y seco “‘estar mal”, es preferible llevar el didlogo de modo que el error
. sea detectado por los mismos alumnos ante consecuencias visiblemente ab-
surdas. Con ello resulta inevitable el desajuste de ritmo entre unos y otros,
sobre todo cuando la clase es demasiado heterogénea. En este caso, el pro-
fesor debe tener un fino instinto de adaptacién a un ritmo intermedio para
que ni los més capaces lleguen a perder el interés por pobreza de estimulos,
ni los menos rdpidos lleguen asimismo a abandonarse, desalentados, por no
poder seguir a los demds. No hay que decir que, en cuando es posible sub-
dividir y organizar las clases, homogeneizando los grupos, ello favorecerad
esta adecuacién de ritmo y la simultdnea vibracién de la clase entera. En
todo caso, no veo inconveniente en promover la ayuda de los mejor dotados
en favor de los menos, cuando se tenga la seguridad de que éstos han dado
de si cuanto podian dar.

Tercera objecion: El elevado niimero de alumnos de nuestras clases.

Es, desde luego, el factor que puede influir mds decisivamente en contra
del modo heuristico de ensefiar. En una clase concebida como salén de con-
ferencias, el profesor puede acaso mantener la atencién simultinea de sus
alumnos, por numerosos que sean, con la magia de su palabra o, por lo
menos, una apariencia de atencidén impuesta por disciplina. jLa ensefianza
tradicional se alimenta de tantas apariencias! Pero cuando la clase se con-
vierte en taller y el profesor en auténtico maestro de tal taller, se comprende
que debe limitar el nimero de sus discipulos operarios o aquellos cuyo tra-
bajo pueda simultdneamente atender. La limitacién del nimero es esencia-
lisima en el modo de hacer activo y heuristico. Si no percibimos esta nece-
sidad en nuestra propia carne de maestros, si no sentimos el rubor de Ia
farsa que supone la macropedagogia, es inttil que hablemos de mejora de
métodos ni de modos. Pero tengamos cuando menos la honradez de reco-
nocer el fraude que estamos cometiendo en nuestra sagrada misién: la edu-
cacién de nuestra juventud.

Para fijar un numero, internacionalmente admitido como tope, os diré que
ninguna clase de ensefianza media deberia exceder de treinta alumnos. En
una moderna institucién de Lausanne me confesaba el director haberse puesto
de acuerdo con el arquitecto en lo relativo a las dimensiones de las clases,
con objeto de que los muros impidieran para siempre cualquier debilidad
administrativa que pudiera hacer exceder tal nimero de las 24 plazas que
justamente cabian en cada local. Y resulta muy significativo el hecho de que
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otros profesores suizos, en conversacion privada con un compaﬁ_ero nuestro
que recorrfa a la sazén los Centros de Ensefianza Medla de la Suiza franpesa,
al preguntarles éste el nimero de alumnos que tenian en sus clgses, tuvieran
no pocos reparos en informar que aunque legalmente no dgbleran exceder
de treinta, se habfan visto forzados, por circunstancias excepcionales, a tener
(y aqui bajaban la voz muy confidencialmente) jhasta treinta y cinco!

i{Y pensar que todavia nosotros mantenemos clases oficiales de 70, 80,
100 alumnos y alin mas! Paso extraordinario y esperanzador, por el preceden-
te que establece, es la declaracién en la Ley de que no puedan exceder nues-
tras clases de cincuenta, lo que a partir de este afio se ha puesto en practica
ya en los cursos primero y quinto del nuevo plan. Nimero todavia excesivo;
pero, como digo, el hecho solo del reconocimiento legal de la neceS}dgd de
la fijacién de un tope como principio marca un paso que, aunque timido y
tardio, merece toquemos a jubilo.

Por grande que sea la esperanza futura, no es mucho, pues, lo que de mo-
mento podemos lograr en la ensefianza oficial en sentido auténticamente heu-
ristico con clases de cincuenta alumnos; pero no debemos acobardarnos por
ello. Son miiltiples los ensayos que llevo realizados en clases ain mas numero-
sas, mediante una técnica de distribucién de grupos pequenos y de jerarquiza-
cién de alumnos en ellos; ensayos con los cuales he obtenido siempre resul-
tados mucho mejores que los que se desprendian del sistema tradicional de
explicacién y pregunta.

Pero si en la esfera oficial estamos todavia forzados a tener cifras excesi-
vas de alumnos, que nos impiden el pleno desarrollo de los nuevos modos,
en la ensefianza privada y en los Colegios ya no tenéis tal imperativa contra-
riedad. Estd en vuestra mano organizar y limitar los grupos docentes en la
forma mds eficaz para la ensefianza. Por eso fio méds de momento en las
posibilidades de reforma de modos en la ensefianza no oficial, si en verdad
la desean. Tampoco he de regatear para ella mi esfuerzo personal si es requi-
sito. Va en ello la felicidad de millares de nifios que sufren todavia estudiando
matematicas. S6lo aspiro, en principio, a convenceros o a poneros en camino
para que los mismos nifios os convenzan. Yo sé que una vez adquirida la
conviccién, la voluntad y el entusiasmo no han de faltaros para el logro. En
los todavia escasos contactos personales que he vivido con elementos de
vuestro profesorado que han seguido mis cursos de Metodologia y Did4ctica,
tengo muestras elocuentes de que mi esperanza no es baldfa.

Cuarta objecién: Mi tnico temor es que os acobarde la obsesién de los
examenes. Y aqui llegamos a la cuarta y dltima de las objeciones que me

formulo y replico, porque sé que responde a temores que podéis noblemente
sentir.

El régimen de pruebas constituye uno de los més graves problemas de la
ensefianza. Aquf y fuera de aqui. Y ello debido a la inevitable antinomia
que crea entre formacidén y preparacién. Una reglamentacidén defectuosa del
sistema de pruebas puede echar al traste el mejor de los planes educativos.
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Y puede destruirlo por errores cometidos a veces con la mejor de las inten-
ciones; pongo por ejemplo una intencidén uniformadora o excesivamente deta-
llista. Me explicaré mejor.

Cuando a tal punto se detalla la prueba, se tecnifica, se automatiza, por
ast decirlo, un examen, se crea automiticamente también otra técnica, la de
entrenamiento para dicha prueba, para dicho examen. Y la ensefianza, que
debiera ser ante todo formacidn del educando, se convierte en preparacion,
que no es lo mismo, sino casi todo lo contrario.

En este punto las autoridades debieran actuar con extrema cautela. Por-
que los profesores tendemos, ;no es cierto?, a que se nos fije y limite estric-
tamente la naturaleza de las pruebas que habrdn de sufrir nuestros alumnos,
con objeto de asegurar su éxito en el examen, éxito del que dependerd, segin
juicio tradicional de padres y examinadores, el prestigio de! profesorado. El
verbo “‘preparar” ha suplantado al de “formar” en el lenguaje académico de
los comentarios: “jQué bien preparados los presentan!” No se nos ocurre
decir: “iQué buena formacién llevan!” ¥ no lo podemos decir porque, en
rigor, los exdmenes sélo han comprobado la preparacién y no la formacion.

Asi resulta que el régimen de exdmenes, que debiera constituir una veri-
ficacién de eficacia de sistemas educativos, una prueba anticipada de la edu-
cacién de los futuros ciudadanos para la vida, que es, en definitiva, la gran
maestra y examinadora, se va convirtiendo poco a poco en un sistema de
cldusulas contractuales entre el Estado y el profesorado para regular rendi-
ciones de cuentas en la memoria de los nifios a cambio de aprobaciones de
saldo que autoricen el pase. Y de aquf que cuanto mds estrechas sean dichas
cldusulas, mejor se considere definido el contrato; cuanto mejor satisfechas
aquéllas, mejor cumplido éste. De aqui que se tienda a fijar programas bien
desmenuzados en preguntas que no puedan alterar los examinadores, en
suministrar listas bien delimitadas de problemas, y, a ser posible, colecciones
de ellos, sobre las que forzosamente hayan de versar las pruebas de examen.
Y que no sean excesivas para que haya tiempo de explicarlos bien y repetirios
muchas veces durante el curso hasta memorizarlos y convertirlos en clichés
mentales que puedan traerse a la memoria al estimulo del enunciado. Y jpor
favor!, que no haya variacién aviesa de enunciados, aunque vengan a decir
lo mismo para que los alumnos no se desorienten y ya sepan a qué clichés
corresponden. {Nada de angustivas sorpresas! Todo bien previsto y esque-
matizado. Los nifios asi preparados, convertidos en autdmatas, se lucirdn en
el acto del examen, mostrando lo bien que disparan la respuesta correspon-
diente a cada estimulo predeterminado. El colegio que mejores autdématas
presente, aquel cuyos robots asi fabricados tengan mayor capacidad de al-
macenaje de reflejos, es el que se llevard la palma de “buen Colegio”.

Sefiores, quizd haya exagerado un poco la caricatura. Perdéneseme por la
amargura que este cuadro de costumbres académicas tan arraigadas en nues-
tra Patria me produce. Ya sabéis que la ironfa es, con frecuencia, el Unico
escape que se permite el dolor frenado por la discrecién. Pero ;no os estre-
mece también la subversién pedagégica que este estado de cosas supone?
Porque decidme, en verdad, ;de qué van a servir luego estos autématas cuan-
do la vida les obligue a actuar ante la inmensa variedad de estimulos impre-
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vistos y tantas veces contradictorios? Actuara, sin duda,' porque la vida,
gran maestra, les ensefiard también, llenando el vacio formativo que acarrean;
pero actuarén, no gracias a su preparacion, sino a pesar de ella.

¢Solucién? No es facil. Mientras las pruebas favorezcan a tal punto la
técnica preparadora, yo aconsejaria a los profesores que tuvieran siempre
presente la responsabilidad que ante Dios tenemos contraida de fqrmar, por
encima de todo, a nuestros alumnos para su vida futura; para la vida etgrpa
ante todo, pero también para esta vida que nos ha tocado en suerte Vivir,
tan llena de miserias como de maravillas. Aunque los padres, a quienes de-
bemos educar también a través de sus hijos, crean que nuestra mision es
procurar el lucimiento de nuestros alumnos ante el efimero tinglado de los
tribunales de examen, nuestra misién es mucho mas elevada: se trata de
hacerles utiles para Dios, para la Patria y para la sociedad en que han de
desenvolverse y vivir y si es posible abandonarles al azar de unas pruebas,
actuando gomo si no existieran, sea al menos el tiempo invertido en la espe-
cifica preparacién de ellas reducido al minimo, para que no se anteponga
y absorba la esencial labor de formacién que nos incumbe. Os daréis cuenta
entonces de que un alumno bien formado lleva implicita una fuerte prepa-
racién, mientras la reciproca no es cierta.

Y en cuanto a las autoridades, no me cansaré de rogarles, con todos los
respetos, que constrifian y automaticen lo menos posible la accién del profe-
sorado, que no le pongan en trance de convertirse en meros preparadores,
que dejen margen de libertad suficiente para desarrollar su personal labor
formativa. Y ya que no es posible prescindir en absoluto de un control exa-
minador (porque tampoco voy a incurrir en la utopia de creer en una axio-
mética excelencia de todo el profesorado), procure al menos. que se aquilate
y mejore cada vez mas el sistema de pruebas; pero no en un sentido deta-
llista, sino en un sentido de ajuste a los procesos de la inteligencia en accién
del nifio ante los estimulantes vitales, perfeccionando la técnica de explora-
cién y medida de dicha inteligencia y de asimilacién auténtica de conoci-
mientos, ideando sistemas de pruebas que tiendan a detectar cada vez mejor
la madurez con preferencia al automatismo y al verbalismo memorista.

Sefiores, antes de terminar quisiera que, como impresién sustancial de
esta charla, quedaran fijas en el recuerdo de mis oyentes las siguientes afir-
maciones, que constituyen su resumen:

Primera.—La técnica de la ensefianza de la Matemdtica necesita una evo-
lucién que la adapte a las necesidades del mundo moderno y a las posibili-
dades intelectuales y reacciones afectivas del mundo infantil.

Segunda.—La evolucién de modos de ensefiar es tan necesaria como la
de programas y métodos. No basta saber lo que el nifio debe y puede apren-
der, sino que es indispensable lograr, ademds, que quiera aprenderlo.

Ter.cera.———Un gran problema dididctico queda abierto en esta cruzada de
captacién de voluntades para el aprendizaje de las matemiticas, cruzada en
la que es necesaria la colaboracién de todo el profesorado, tanto oficial como
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privado. Se trata de crear un vastisimo cuadro de situaciones estimulantes

y eslabonadas para que los nifios puedan gozar descubriendo las matemati-
cas que aprenden.

Cuarta.—La ensefianza de la Matemadtica se ha de desenvolver para ello
en clima de clase activa, de clase taller, y no de clase pasiva, de clase confe-

rencia. Se impone la reduccién de los grupos y el incremento y formacién
consiguiente del profesorado necesario.

Quinta.—Esta cruzada es de trascendental urgencia social y patria, dada
la posicién axial que la Matematica ha tomado en el mundo moderno y en
sus bases, esencialmente técnicas y econdmicas.

Sexta.—Pero ademds, y esto es lo mas hermoso de nuestra tarea, es obra
fundamental de caridad, porque habrd de llevar la alegria del aprendizaje

de las matemadticas a los millares de nifios espafioles y de todo el mundo que
todavia sufren estudidndolas.

Y aqui termino, agradeciendo la atencidén que se me ha prestado y po-
niéndome a disposicién de ustedes para responder a las preguntas que tengan
a bien hacerme sobre lo que he dicho. (El Dr. Puig Adam contestd, al final
de su conferencia, a diversas cuestiones que le fueron planteadas por algunos

de los asambleistas).
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2. Un punto de vista cibernético
sobre el problema
de los problemas "

Cpor qué “cibernético”? Segtin los recientes Congresos de los cibernetistas,
en Namur y Zurich, la Cibernética puede definirse como “El arte de la efica-
cia en la accién’.

Ahora bien, enfrentdndonos con la cuestién de los problemas, nuestra
principal accidn como educadores no consiste en resolverlos, sino en idearlos,
en plantearlos, y, paralelamente, no debemos considerarnos satisfechos con
ensefar simplemente a resolverlos, sino que también debemos ejercitar a nues-
tros alumnos a proponérselos, en disponer su planteo.

Resolver un problema planteado es buscar el camino a seguir para ir a
parar a una solucién hallada ya por el creador del problema; pero, en general,
eso no es crear; o por lo menos es reducir a minima expresién la libertad
creadora formada de combinaciones y selecciones. De aqui sacamos una con-
secuencia que, a primera vista, podra parecer paraddjica, y es que, siendo la
actividad matemadtica de por si un problema constante, toda educacién mate-

mdtica basada en la resolucién cldsica de problemas planteados resulta insu-
ficiente.

La paradoja se aclara metaféricamente; no se aprende a jugar al ajedrez
resolviendo los llamados “problemas” de ajedrez y, sin embargo, cada jugada
es un problema. Ahora bien, cada jugada es un problema vivo, espontdneo,
mientras que cada problema preparado es, generalmente, un problema artifi-
cial, muerto, raramente probable en el curso de una partida.

Algo parecido ocurre en Matemdticas. La actividad creadora del matemd-
tico se plantea constantemente problemas de inmensa variedad, naturales,
vivos; mientras que los problemas en uso en la ensefianza no son mdis que
manifestaciones particularisimas y a veces bien endebles de aquella actividad.
Sin darnos cuenta de ello hemos ido reduciendo los fines de la ensefianza de
la matemadtica al planear la mayorfa de los problemas de las colecciones usua-
les y, consiguientemente, hemos reducido su eficacia.

* Este articulo aparecié publicado en Revista de Ensesianza Media nim. 33-36,
enero-febrero 1959.
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En la adaptacién de los medios al fin, es donde se encuentra, a mi pare-
cer, la eficacia de toda accién. Para liberar la cuestién de los problemas de
los mérgenes que la canalizan hay que empezar, pues, por ensanchar la fina-
lidad de su planteo y repasar cudles han sido los fines que en tal empresa
se han perseguido hasta ahora.

He aqui los mis significativos:

1.* Explorar las aptitudes matemdticas en nuestros alumnos. Tal es el
fin de los problemas “Tests”, cuya naciente técnica, que no es facil, alimenta
-sus raices de la misma matemdtica, de la psicologia y de la estadistica.

2. Excitar el interés de nuestros alumnos hacia las teorias nuevas y su-
gerir bajo forma activa las nociones a adquirir. Usaremos entonces los pro-
blemas “situaciones” que sefialan la técnica didactica del profesor.

3. Afirmar la adquisicién de las nociones y teorias repitiendo las ocasio-
nes de aplicarlas, de fijarlas en la memoria y de dominar su uso. Son los pro-
blemas “ejercicios”, los mds usados en la enseiianza.

4.° Vigilar el aprendizaje del alumno. Problemas de pruebas o “exdme-
nes’”.
5. Comprobar la eficacia de los métodos de ensefianza. Problemas, ‘“‘ex-
periencias” en cierto modo andlogos a los precedentes, pero cuyos sujetos no
son ya los individuos, sino los colectivos.

No pretendo teorizar aqui sobre los caracteres diferenciales de estas varias
especies de problemas y trazar una metddica de ellos, lo que ha constituido
va el objeto de muilitples obras, sin que se haya llegado a agotar el tema.
Voy a limitarme a subrayar algiin rasgo comin que haga destacar su capital
falta de eficacia educativa.

En cada prueba, test, examen, experiencia o simple ejercicio hay siempre
varios elementos que actlan reciprocamente como elementos medidores y
medidos. Si el profesor pretende medir a sus alumnos con el aparato de los
problemas, no es menos verdadero que los alumnos se hacen a su vez medi-
dores de la eficacia de la prueba y ésta como aquéllos juntos resultan también
medidores de la objetividad del examinador y de la eficacia del profesor y de
su método de enseflanza.

Precisamente en esta reversibilidad de juicios radica una de las mas gra-
ves consecuencias de la tecnificacién de las pruebas: la aparicién inevitable
de una técnica paralela de preparacién. La preparacién para los exdmenes
acaba por adulterar y desplazar completamente el impulso formativo que debe
tener toda pedagogia bien concebida. Para un preparador (tal como llega a
ser todo profesor obsesionado por la reciprocidad de juicios antes citada) el
fin de su accién no es ya la formacién de sus alumnos, su éxito en la vida,
sino mds bien su acierto en el acto efimero de la prueba. He aqui, pues, un
ejemplo elocuente, del campo social, en que la observacién (examen) obra
lesivamente sobre lo observado (ensefianza), provocando una grave debilita-
cién de sus fines naturales.

Siendo el fin de la ensefianza de las matematicas el cultivo en el alumno
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de la actividad creadora matemadtica, basta pensar en la inmensidad de facto-
res que entran en esta actividad para comprender cuantos de ellos dejamos
de lado al proponer los problemas cldsicos. En el fondo, la causa es siempre
la misma. Salvo en la minoria de los problemas llamados de “situacién” (des-
graciadamente muy poco usados aun) se acostumbra a hacer de los otros
asunto de correccién y de calificacién que condiciona los enunciados y les
da el cardcter artificial comentado antes.

Asi, si el problema no debe simplemente cumplir su estricto fin funcio-
nal educativo, sino que se le atribuye también el cardcter de instrumento apto
para medir algin factor de aprendizaje del alumno, su enunciado debe ser
absolutamente preciso para que éste sepa sin ambigiiedad lo que debe buscar
y los datos de que dispone. Un enunciado con datos redundantes, por ejem-
plo, serd juzgado como un acto de estupidez o de mala intencién del que
proponga el problema. El alumno acostumbrado a la “buena fe” y a la “infa-
libilidad” de los examinadores tratard de agotar todos los datos buscdndoles
aplicabilidad, por suponerlos necesarios. Y jdesgraciado de él si no lo hace!
Serd entonces él quien sera juzgado estupido.

Este solo ejemplo pretende ilustrar cuanto hay de artificio en ese clima
de enunciados tan ajustados en que se mueven los alumnos. No critico su
uso ni tampoco su necesidad; pero si su exclusividad, tan alejada de las im-
precisiones y redundancias de los datos que se ofrecen a la curiosidad o a las
necesidades del investigador en funciones.

Tal vez, gracias a esa artificiosidad de los problemas usuales, se puede
especular sobre su morfologia. El mismo Polya ha concretado en su libro
How to solve it un cuadro de consejos para el ataque de sus soluciones. No
falta en éI la inevitable pregunta: “;Has utilizado todos los datos, todas las
condiciones del enunciado?”, seguida de otras no menos juiciosas que apelan
a la perfecta comprensién previa, a la semejanza posible con otros problemas
de solucién conocida, etc.

Desde el punto de vista creador, todo cuanto se llega a sacar de esta me-
todologia cldsica de los problemas es_una cierta costumbre de trazar, de ten-
der caminos que enlacen la solucién buscada a las premisas establecidas en
la red mds o menos vasta de implicaciones légicas en que estin inmersas.
Pero a medida que el campo se ensancha y los puntos de partida y de llegada
se alejan de las perspectivas corrientes, estos sabios consejos metodoldgicos
muestran una insuficiencia pareja a su generalidad.

Ciertamente, no es débil resultado de educacién légica conseguir que el
alumno no adquiera un cierto dominio en esta ordenacién implicativa. Pero,
como he dicho en otras ocasiones, el espiritu légico no es el Unico fin que hay
que lograr en la formacion de nuestros alumnos. Si pasamos del campo arti-
ficial descrito mds arriba al dominio natural de la actividad creadora mate-
madtica, tanto pura como aplicada, encontraremos un sin fin de matices im-
precisos al establecer las generalizaciones, las analogfas, las combinaciones
conceptuales intuitivamente presentidas. Qué abundancia de datos, de con-
diciones, nos obligard a aguzar nuestra intuicién de lo esencial para retener
solamente lo indispensable de entre ellos!
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Todos sabemos que aprender a plantear bien un problema es recorrer el
principal camino para resolverlo. ;Por qué, pues, alejamos esta actividad en
el aprendizaje de nuestros alumnos, proponiéndoles siempre volver a seguir
caminos preparaditos? La limitacién de su libertad de seleccién facilita, sin
duda, nuestra tarea de correccidn, situdndola en el camino de las implica-
ciones necesarias, que nos resulta cémodo, pero ello va en perjuicio de la for-
macién matemdtica completa de los alumnos, que no puede manifestarse en
lo que tal vez pudiera tener de mds personal y creador.

El mismo Polya, después de escribir el librito antes citado, al servicio de
la tradicién escoldstica, sintid la necesidad de completarlo con una hermosa
obra en dos volimenes: Mathematics and Plausible Reasonning, en la que
el razonamiento implicativo cede su lugar al razonamiento plausible fundado
en la induccidn, en la analogia, en la inferencia... Y, a mi modo de ver, en
esta obra se muestra mejor que en la primera el verdadero genio de Polya,
bien conocido ademds como el de uno de los mejores proponentes de pro-
blemas.

Estimo que hay, en resumen, toda una interesante tarea a promover y a
realizar, reconsiderando cuidadosamente los problemas en uso en nuestra
ensefianza, poniendo en primerisimo plano su finalidad esencialmente educa-
tiva y desligdndola de la de clasificacién que le ha sido anadida artificiosa-
mente. Una vez bien asegurado este deslinde, es de desear que una mayor
libertad de seleccién y de combinacién deje manifestar y desarrollar las facul-
tades creadoras del alumno fuera de los términos habituales de los enunciados
y aun invirtiéndoles de forma que se considere como metas o soluciones
a alcanzar los enunciados que hay que proponer.
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3. El decdlogo del profesor

de Matematicas

Queremos terminar estas reflexiones sobre los problemas de la ensefanza
de la Matemdtica, insertando aqui las sugerencias que el profesor Puig Adam,
matematico hondamente preocupado por los problemas de la ensehanza, di-
rige a los profesores de Matemadticas de Ensefianza Media, pero que como

él mismo sefiala, se extienden y se aplican en la debida proporcién a toda la
ensefianza de la Matematica L.

Con ello deseamos, por una parte, rendir homenaje en la persona del falle-
cido profesor a cuantos profesores de Matematicas han tenido, como él, la
visién clara de su papel de educadores y al desempefio del mismo se han con-
sagrado con ilusidén y perseverancia. Catedratico del Instituto “San Isidro”
de Madrid, su contacto real con la enseflanza de la Matemadtica constituia la
experiencia que avalaba sus iniciativas. Por otra parte, a través de su cédtedra
de Metodologia de la Matemdtica en la Universidad de Madrid, proyectaba
sus inquietudes pedagégicas sobre los futuros profesores de Matematicas.
A su doble formacién matemdtica y técnica (era doctor en Matemadticas e

ingeniero) debia sin duda su gran sentido de las aplicaciones practicas de la
ensefanza.

La lectura de sus numerosos trabajos sobre la ensefianza de la Matema-
tica, algunos de los cuales nos han sido de gran interés en la elaboracién de
estas paginas, deja el sabor emotivo y estimulante de una juventud de espi-
ritu, constantemente renovada en el contacto diario y cordial con los alumnos.

Su preocupacién por los problemas de la ensefianza le llevé a participar
en cuantas reuniones y Congresos se organizaban sobre ellos. Era miembro
de la Comisidén Internacional para la Mejora de la Ensefianza de Matematica,
y su actuacién en este campo fue muy destacada. Refiriéndose al interés de
los contactos internacionales, Walusinski afirma que a ellos les debe el haber
encontrado a hombres como Puig Adam y a él se refiere en estos términos:
“... sabfa utilizar cierto talento de prestidigitador, habia en él la preocupa-
cién de encontrar en el entorno del alumno una motivacién para la actividad

! P. Puic Apam: “Decdlogo de la Diddctica Matemdtica Media", en Gaceta Mate-
mdtica, 1 serie, tomo VII, niims. 5 y 6. Madrid, 1955.

42


http:pedag�gic.as

Tres escritos de P. Adam

matemdtica. Lo que retengo de su ejemplo es, sobre todo, el notable libera-
lismo de su ensefianza. Sentia un ardiente amor a los nifnos, una maestria

cientifica, una finura psicoldgica incomparable. Virtudes cardinales de un pe-
dagogo” 2.

Al leer ahora el Decdlogo (ndtese que fue escrito en 1955) comprobamos
que sigue en pleno vigor, totalmente de acuerdo con las mds recientes apor-
taciones sobre la ensefianza de la Matemdtica. Ello puede deberse indudable-
mente a la condicién de pionero del profesor Puig Adam, pero creemos que
también es un indice de la validez permanente de ciertas caracteristicas de

un buen profesor de Matemadticas, aun en medio de este continuo afin por
mejorar la ensenanza.

Como ya hemos indicado en este trabajo, el buen profesor de Matematicas
no es una creacién de la Matematica “Moderna” o de sus sucesivas y nece-
sarias revisiones. El respeto al alumno, verdadero centro de la ensefianza, la
atencién a sus caracterfsticas personales, a la evolucién de sus posibilidades
0 a sus motivaciones, el asumir como propia la misién de consejero y guia
del alumno en su trabajo, son rasgos propios de un buen educador de cual-
quier época. La consideracidn a las posibilidades especificas de la ensefianza
de la Matemética como instrumento al servicio de la educacién, hacen del
educador un buen profesor de Matematicas.

Pasamos a exponer los “preceptos”’ del Decilogo mencionado, acompafia-
dos de algunos breves comentarios.

I. No adoptar una didictica rigida, sino amoldarla en cada caso
al alumno, observindole constantemente

Es éste un principio de caricter general: en €l se pone de relieve el papel
central que el alumno ocupa en la ensefianza, asi como la importancia de
respetar el principio de individualizacién, al que nos referimos al tratar de
los sistemas de ensenanza.

Cada alumno tiene sus propias aptitudes y exigencias, su peculiar campo
de intereses, su ritmo personal de trabajo. Es precisa una cuidadosa observa-
cién del alumno, para detectar estas caracterfsticas personales, y para tenerlo
muy en cuenta al organizar la ensefianza.

La atencién a los rasgos individuales de cada alumno y el esfuerzo por
mantenerse al dia sobre las nuevas corrientes pedagégicas, son condiciones
necesarias al buen educador.

Il. No olvidar el origen concreto de la Matemitica, ni los procesos
histéricos de su evolucién

Es importante que el alumno no vea en la Matemdtica algo ya hecho, pro-
ducto de un gusto especial por ciertas cuestiones abstractas. Ha sido la vida,

* G. WALUSINSKI: Pourquoi une mathématique moderne?, pag. 140. Ed. Armand
Colin. Paris, 1970.
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con sus necesidades concretas, la que ha obligado al hombre a esforzarse por
resolverlas; las principales conquistas humanas han tenido siempre el acicate
de responder a una necesidad real.

Que el alumno conozca el origen de la Matemadtica y las lineas generales
de su historia. A través de ello, llegard a comprender que la Matemdtica no
es algo frio e intangible. Puede ser muy conveniente también que en los
momentos oportunos el alumno tenga noticia de los principales matematicos,
de las incidencias de su vida. Ello puede contribuir a hacer mas humana su
visién de la Matemdtica. Que no sea sorprendente que un matemdtico deter-
minado llegue a ser el personaje admirado de un alumno.

III. Presentar la Matemditica como una unidad en relacién
con la vida natural y social

En este punto, cabe situar el interés por conseguir que la Matemdtica con-
tribuya a la integracion social del alumno. Que se le presenten cuestiones rea-
les, cuando menos verosimiles; que los datos estén actualizados y que se fa-
vorezcan las relaciones interdisciplinares.

La consideracién de la ensefianza, mds como actividad que como asimi-
lacién pasiva de una serie de conocimientos, justamente con la estructura
propia del enfoque actual, favorecen sin duda la concepcién de una Mate-
mdtica Unica.

IV. Graduar cuidadosamente los planos de abstraccién

Se trata de atender a las posibilidades reales del alumno en cada momen-
to. Para ello se ha de procurar que vaya dominando situaciones de dificultad
creciente, pero que en el estudio de cada una de ellas pueda actuar con fir-
meza porque estd en su plano adecuado de abstraccién. En esta linea cabe
-también situar el cuidado por evitar los saltos en el vacio; la evolucién inte-
lectual es un proceso continuo que la ensefianza de la Matemdtica debe co-
nocer y respetar.

V. Enseiiar guiando la actividad creadora y descubridora del alumno

Ello implica el respeto al principio de actividad, al que ya nos referimos
al tratar de los sistemas de ensefianza. Que el alumno no se limite a aceptar
pasivamente los conocimientos matematicos, sino que participe activamente
en la elaboracién y asimilacién de los mismos; que se sienta y fundamental-
mente sea una parte esencial en su propia formacién.

Como consecuencia de todo esto, que el profesor asuma el papel de guia,
estimulo y necesario control de la actividad del alumno. Estas funciones son
exclusivas de su misién; nadie puede sustituirle en ellas. Por consiguiente,
que el profesor les conceda una prioridad absoluta en su tarea.
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Tres escritos de P. Adam

V1. Estimular la actividad creadora, despertando el interés directo
y funcional hacia el objeto del conocimiento

Se ha de motivar suficientemente al alumno. Para ello es necesario un
buen conocimiento del campo de sus intereses y un perfecto dominio de las
posibilidades de la ensefianza de la Matemadtica en cada nivel. Esto exige en
particular el adoptar el punto de vista del alumno, y para un adulto normal-
mente no es ficil. Esta acomodacién ha de ser el resultado de un constante
contacto con los alumnos, que permita sumergirse en su mundo, asi como
de la intuicién propia de un buen profesor.

VII. Promover en todo lo posible la autocerreccién

La Matemdtica constituye un campo particularmente idéneo para desa-
rrollar la autocorreccidn. El alumno casi siempre puede hacer comprobaciones
para verificar lo correcto de sus resultados.

Que, en todo caso, el profesor no se limite, al corregir, a emitir sin mds
su veredicto (“‘bien”, ‘“mal”), sino que vaya guiando al alumno para llegar
a conseguir que sea él mismo quien llegue a constatar sus posibles errores
o, al menos, a advertirlos y razonarlos. Siempre serd mds formativo, menos
decepcionante (él ha captado sus fallos) y facilitard su posterior trabajo ma-
tematico.

VIII. Conseguir cierta maestria en las soluciones antes de automatizarlas

Como ya sefaldbamos al hablar de automatismos mentales, es necesario
graduar la actividad del alumno de modo que comprenda perfectamente, en
primer lugar, la naturaleza del problema o de la operacidn, razone el proceso
que conduce al algoritmo y la conveniencia de utilizarlo, antes de pasar a la
mecanizacién que completard su aprendizaje.

Que el profesor no ceda a la ficil tentacién de permitir que el alumno
adquiera agilidad en el manejo de cualquier operacién, antes de poseer las
nociones bdsicas a ella correspondientes.

IX. Cuidar que la expresién del alumno sea traduccién
fiel de su pensamiento

La actual planificacién de la ensefianza bdsica sitla la ensefanza de la
Matemética dentro de las “dreas de expresién”. Ello resulta significativo.
Ciertamente, la Matemdtica dispone de muy buenos recursos para hacer que
el alumno llegue a expresarse con el grado de precisién exigible en cada
nivel. Un medio especialmente apto lo proporciona el vocabulario de la teoria
de conjuntos, la expresién clara y precisa, revela un orden mental muy propio
de quien ha recibido una buena formacién matematica.
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X. Procurar que todo alumno tenga éxitos que eviten su desaliento

Entre los estimulos que puede ofrecer al alumno la enseftanza de la Ma-
temdtica no es el menor el que supone haber conseguido algin triunfo. A un
nivel elemental puede hablarse de alumnos menos dotados, pero nunca de
alumnos especificamente negados para la Matemitica. Por ello, es factible
que todo alumno pueda contar con el aliciente del éxito. Para conseguir esto
es conveniente que el profesor procure, al proponer una serie de actividades,
que haya al menos alguna al alcance de todos los alumnos. La falta habitual
de este estimulo origina una aversién hacia la Matematica y es con mucha
frecuencia causa de un grave sentimiento de impotencia y frustracién.
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Semblanza bibliogrdfica
de don Pedro Puig Adam *

1. Introduccién

Las “obritas” de don Pedro Puig
Adam, como €l llamaba modesta-
mente a sus tratados sobre Matema-
ticas o sus obras didécticas, han es-
tado en la palestra de la educacidén
matematica de este pais desde 1928
hasta la actualidad.

Y han estado en vanguardia desde

la Primaria hasta la Universidad y las

* Comentarios sobre las “obritas” que
escribié don Pedro para colaborar en la
obtencién de unas generaciones de alum-
nos que no odiasen las Matemadticas.

** Profesor numerario de Matemadticas
de Formacién Profesional, miembro del
Gabinet d’Ordenacié Educativa de la Di-
reccié General d’Ensenyaments Profesio-
nals i Artistcs del Departament d’Ensen-
yvament de la Generalitat de Catalunya.

El autor es miembro del Grup Matema-
tic Puig Adam, que redne a Miquel Serra,
Carles Sinchez, Xavier Sales, Pere Raja-
dell, Pere Roig, Angel Jiménez, Joan M.
Castells e Ignasi Blanco, profesores de Ma-
temdticas de F. P. de Catalunya y Balea-
res que trabajan en la didictica de las
Matemadticas a partir de experiencias con-
cretas en el aula, en una linea de desarro-
llo didéctico inspirada en el trabajo de
Pere Puig Adam.

Pep SALES RUFI**

Escuelas Técnicas, sirviendo de ali-
ciente y de base a grupos y personas
que han luchado, desde las épocas
mads duras de la dictadura hasta hoy,
para obtener una ensenianza digna y
basada en el respeto al alumno y su
evolucidén, junto a una estrecha re-
lacién del saber matemdtico con la
realidad, que es de donde nace su ne-
cesidad y donde se justifica su apli-
cacion.

Don Pedro Puig Adam fue un pro-
pagandista de la investigacién didac-
tica matemadtica, abogé por una estre-
cha relacién Realidad-Matemdtica en
la clase, investigador matemadtico de
vanguardia (por ejemplo, resolvié una
ecuacién diferencial sobre la estabili-
dad de las palas del autogiro de De
la Cierva).

Profesor en todos los niveles edu-
cativos: del Bachillerato, de la Ense-
fianza Laboral, de la Facultad de
Exactas, de la Escuela Superior de In-
genieros Industriales, de la de Inge-
nieros Aeronduticos y otras muchas.
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2. Su formacién y sus
maestros

Empezé a estudiar Ingenieria In-
dustrial y Ciencias Exactas en Bar-
celona, su ciudad natal. Finaliza la ca-
rrera de Matemdticas con un docto-
rado en Madrid sobre Resolucion de
algunos problemas elementales en Me-
cdnica Relativista Restringida, que
merecié la maxima calificacién.

Discipulo de don Antonio Torroja
y de don Julio Rey Pastor.

Don Antonio leerfa el discurso de
bienvenida en su recepcion a la Real
Academia de Ciencias Exactas en
1952, y don Julio seria su maestro y
compahero en la redaccién de una
treintena de obras didacticas desde
1928 hasta su muerte. Con ellas qui-
sieron contribuir a la renovacién de
la ensefianza de las Matemadticas en
nuestro pafs, tan anquilosada como el
panorama general de la Ciencia y su
Didictica en aquellos afios.

Admirador de la obra del Institut-
Escola, institucién modélica de la Ge-
neralitat, fundado por el doctor Esta-
lella, en la Barcelona republicana y
que tenia como divisa: “Formar hom-
bres buenos, y a poder ser... sabios”.

A partir de entonces se concreta su
profunda admiracién por las ideas pe-
dagégicas de Estalella, con quien ha-
bfa tenido un primer contacto por
una carta entusiasta que le escribié
con motivo de la publicacién, junto
a Rey Pastor, del primer libro de la
Coleccién Intuitiva.

Gané la cétedra del Instituto San
Isidro en 1926. Mientras ejercia el
magisterio acabd sus estudios de In-
genierfa Industrial en la Escuela de
Madrid.

Cuando acababa el curso corria
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a Barcelona, a las colonias que el
Institut-Escola organizaba en la sie-
rra del Montseny. All{ don Pedro era
feliz: la vida al aire libre, la muisica,
la danza..., confundiendo el placer de
vivir y el gozo de aprender.

Se consideraba discipulo de don Es-
teban Terradas, que fue maestro en
todos los aspectos de la Ciencia, y al
cual iba a visitar siempre que los
apretados horarios y la diversidad de
dedicaciones de ambos se lo permi-
tian, escuchando interesado su docta
conversacién sobre el ultimo descu-
brimiento cientifico.

Quiso regresar a Barcelona tras la
guerra civil para salvar lo que se pu-
diera de la obra pedagdgica del doc-
tor Estalella y de su Institut-Escola
y fue director durante unos meses.
Sélo pudo aportar sus esfuerzos para
disminuir los efectos de la represién
que se cernié sobre profesores y alum-
nos. Abandoné desilusionado su pro-
yecto y regresé a Madrid, a su San
Isidro y a su docencia en la Univer-
sidad.

Don Pedro inicié para la docencia
espafiola un periodo muy fecundo de
relaciones con los artifices y grupos
de mdas avanzadas ideas sobre la

- didactica matemadtica de la Europa de

los anos cincuenta: los Gattegno,
Fletcher, Servais, Castellnuovo, Cam-
pedelli, y su organizacién: la Asocia-
cién para el Estudio y Mejora de la
Ensefianza de las Matemadticas. A
partir de 1955, el profesor Puig se
convierte en un miembro muy activo
de esta agrupacién europea de inves-
tigadores en didactica.

La profesora Castellnuovo ha expli-
cado més de una vez la gran valfa del
trabajo de don Pedro, y que en su
propio pais era menos conocido y re-
conocido que en otros lugares del
mundo.



3. Su manera de pensar

Sobre el trabajo

Era un trabajador infatigable, im-
partia muchas horas diarias de clase:
en el Instituto de San Isidro, en la
Facultad de Ciencias Exactas, en la
Escuela de Ingenieros Industriales. Y
cuando le hablaban del exceso de tra-
bajo que siempre llevaba encima, so-
lia contestar: “el descanso consiste
en cambiar de trabajo...”.

Sobre el encasillamiento
de las personas

En la muerte del Dr. Estalella, fun-
dador y alma del Institut-Escola, que
le causd fuerte impresién, decia:

“...1a simplicidad de las clasifica-
ciones de los hombres en apartados
ideoldgicos, en casillas morales, en
cuadros afectivos... me han hecho
siempre sonreir con algo de escepti-
cismo...”. El Dr. Estalella murié en
1938, y Puig habla en su elogio del
maestro de ‘... las tristes circunstan-
cias actuales...”, refiriéndose a la gue-
rra civil.

Sobre la especializacion

Aun conociendo la, entonces muy
en boga, fiebre de la especializacién,
rompe lanzas por un nuevo “hombre
renacentista” superador del tayloris-
mo, que sea de ciencias o de letras
tenga sensibilidad para la belleza y pa-
ra el razonamiento légico.

Sobre la belleza

En una conferencia en el Instituto
Francés, de Madrid, en 1941, hace un
tratamiento de gran erudiccién de la
belleza y los estudios estéticos a lo

largo de la historia, recogida en su
obra final, La matemdtica y su ense-
fanza actual (1960). Inicia un trata-
miento cientifico de la belleza y una
bisqueda rigurosa de la misma en el
pensamiento matematico. En este te-
ma tiene una gran influencia el doc-
tor Estalella y toda una generacién de
pedagogos peninsulares progresistas
de los afios treinta.

Sobre el progreso

Se nos muestra como un enamora-
do del progreso y denota una gran
intuicién sobre los grandes temas que
constituirdn los nuevos paradigmas
cientifico-técnicos: la cibernética jun-
to a la teoria de la informacién y la
energia del 4dtomo.

En su discurso de ingreso en la
Real Academia de Ciencias, el 5 de
marzo de 1952, cita a Norbert Wie-
ner y a las primeras aplicaciones de
las maquinas que después llamaremos
ordenadores.

i

Y, sin embargo, dice: “... quién
osard mecanijzar el esprit de finesse
de Pascal?”, recuerda un ejemplo de
su infancia donde se ejemplifica la
recursividad y relaciona la mateméti-
ca mds antigua con la mds moderna,
en una sintesis personal genético-his-
térica enlazando las paradojas de Epi-
ménides y Russell.

Sobre el aprendizaje

En una escuela de postguerra, con
un “la letra con sangre entra” como
casi unico recurso pedagdgico oficial-
mente aceptado y utilizado, don Pe-
dro intenta reiniciar aquel espiritu li-
beral de la tnica Pedagogia en la que
cree: la basada en un respeto al alum-
no y en el empleo de los métodos ac-
tivos.
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Propagandista, aun sin muchas po-
sibilidades de éxito en esta época, del
método genético-histérico, que atlna
las teorfas sobre evolucidén psicolégi-
ca del nifio de Piaget con la visién
biogenética de la Ciencia: ‘“Nuestros
bachilleres de hoy saben mds Quimi-
ca que Lavoisier, pero menos Mate-
mdticas que sus contemporaneos (La-
grange y Laplace)...” .

Defiende los métodos ciclicos para
la ensefianza de las Matemadticas y el
uso de la intuicién.

Utiliza el modo heuristico y enseha
a practicarlo a partir de lecciones con-
cretas ("la diddctica matemética en
accién”), defendiendo su bondad in-
cluso en las condiciones dificiles del
aula de aquellos afios, a pesar de las
dificultades que apuntaba: La lenti-
tud del procedimiento, la falta de ho-
mogeneidad de la clase, el elevado nu-
mero de alumnos por clase, la obse-
sion por los exdmenes, que él denun-
cié incansablemente.

Parecen problemas que todavia hoy
dfa nos preocupan profundamente,
¢no es verdad?

Sobre Ia aplicacién de los
conocimientos

Decfa: “Los tdnicos conocimientos
que en verdad no se aplican son aque-
llos que no se tienen”.

“Las Matemadticas son el filtro a
través del cual estudiamos los fené-
menos naturales. Hay tres fases en
la adquisicién de un concepto mate-
mético:

1. Planteo o abstraccidn.

2. Resolutiva, de razonamiento 16-
gico, de transformacién formal, a ve-
ces automatica.

3. De interpretacién o concrecién,
0 sea, traduccién de los resultados
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abstractos al primitivo terreno con-
creto”.

Defiende la utilidad y la belleza de
la Matemdtica como razones para su
estudio que deben lograr la supera-
cién de la “tradicional aversién que
sienten los estudiantes” hacia ella.

Sobre la Matematica divertida

Conoce profundamente el tema, bus-
ca la motivacién por medio de la re-
creacidon matemadtica, ddndole un tra-
tamiento riguroso y al mismo tiempo
intentando vitalizar los aspectos li-
dicos del aprendizaje. Juegos de pa-
tio, juegos de aula, construccién de
modelos y miquinas.

Cita a Martin Gardner y a George
Polya, autores noveles en los afios
cincuenta.

Sobre “los catedraticos”

Es posible que don Pedro no fuera
muy feliz entre sus “compafieros de
cuerpo”, sobre todo desde los afios
de la postguerra hasta su muerte en
1960.

Toda su teoria didactica chocaba
con la pomposidad y el conservadu-
rismo de la prictica docente de sus
contemporaneos.

Su espiritu abierto y su afédn reno-
vador le granjearon mdas de una anti-
patia.

De hecho, ni en su Instituto de San
Isidro ha quedado rastro de su obra
did4ctica, ni del material disefiado por
él y construido por su maestro de
taller, colaborador inapreciable de su
Cétedra.

En la biblioteca actual del Instituto
hay apenas tres o cuatro obras de
don Pedro y unos maravillosos trip-



ticos explicativos de unidades didac-
ticas., Sus inmediatos sucesores en la
cidtedra no parece que valoraran su
obra, acumulada tras largos afios de
docencia.

En 1953 decfa: “...1a formacién del
profesorado de Ensefianza Media ha-
bia fomentado inconscientemente la
falsa idea de que el Instituto era una
Universidad en pequefio... ;Cudnto
camino habfa que recorrer (y falta por
recorrer todavia en muchos centros)
hasta llegar a la clase taller, a la ca-
tedra sin estrado, a la cdtedra sin ca-
tedra, en la que el profesor, sin lugar
especial para si, estd, sin embargo, en
todas partes!”.

Esta cita, desgraciadamente, puede
ser hoy dia tan vigente como enton-
ces.

Sobre cémo se genera la diddctica

Solia decir que las mejores ideas
didacticas procedian de sus alumnos.
Ellos le decfan cémo explicarles las
cuestiones de manera que se enten-
dieran fdcilmente. Sus clases experi-
mentales de los jueves por la tarde en
el San Isidro tenian como finalidad la
generacion y prueba de nuevas ideas
y nuevo material.

Decia, en Didactica matematica heu-
ristica: “... la diddctica es, ante todo,
adaptacién al alumno...”. Cuéntas ve-
ces el caricter erréneo de estas es-
pontaneidades (de los alumnos) da lu-
gar a enseflanzas mucho mdés prove-
chosas que la leccién preparada, y
cuantas otras también los alumnos
dan en el clavo, seflalando el camino
didactico mis eficaz.

Sobre lo inttil

Escribié una Apologia de la Inutili-
dad, discurso leido en la inauguracién

Semblanza bibliogréfica

del curso 1945-46 en la entonces Es-
cuela Especial de Ingenieros Indus-
triales de Madrid, en la que en tono
sarcastico y con gran Seriedad, habla
de la dualidad de las matematicas del
matemdtico y de las del ingeniero, de
las Matematicas “dtiles” y de las Ma-
tematicas ‘“‘inutiles”.

4. Su material diddctico

Don Pedro escribié en El material
diddctico matemdtico (Madrid, 1958):

“...la matemadtica ha constituido,
tradicionalmente, la tortura de los es-
colares del mundo ertero, y la hu-
manidad ha tolerado esta tortura pa-
ra sus hijos como un sufrimiento in-
evitable para adquirir un conocimien-
to necesario; pero la ensefianza no
debe ser nunca una tortura, y no
serfamos buenos profesores si no pro-
curdramos, por todos los medios,
transformar este sufrimiento en goce,
lo cual no significa ausencia de es-
fuerzo, sino, por el contrario, alum-
bramiento de estimulos y de esfuer-
zos deseados y eficaces’.

“... Toda la educacién matematica
de que me ufanaba, no me habia en-
seflado a efectuar procesos eficientes
de abstraccién, de seleccidn de cau-
sas predominantes en la que juega mas
la intuicién que la 16gica. Y no se es-
cuden los profesores puristas en que
ésta es tarea de educacién tecnoldgi-
ca posterior. Existe una cuestién de
hédbito que es preciso educar desde el
principio, sin que con ello pretenda-
mos los profesores de matemadticas
invadir el campo especifico de la tec-
nologfa”.

“... Este material: modelos, films,
filminas, visto por los matemadticos
situados desde la elevada perspecti-
va abstracta, son meras concreciones
ilustradoras, simple ropaje convenien-
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te para facilitar momentdneamente
comprensiones dificultosas; pero para
el educador matemadtico, que no pier-
de la perspectiva de los procesos ini-
ciales de abstraccidn, este material es
mucho més: Representa algo substan-
cial con su funcién educativa.

Este material estructurado en forma
de modelos tiene no sdélo la funcién
de traducir ocasionalmente ideas ma-
temdticas, sino también de originar-
las, de sugerirlas. Hemos de estudiar
la manera mds acertada pedagdgica-
mente de conseguirlos y también los
materiales mds ddctiles para su rea-
lizacién”.

En la obra citada, don Pedro reco-
pila y describe material didactico ma-
temdtico disefiado por profesores es-
panoles y extranjeros y presentado en
la exposicion internacional que tuvo
lugar en Madrid en 1957. Més de 130
modelos fueron presentados y se ha-
llan descritos y fotografiados. Fue des-
tacada la participacién de los profe-
sores de los Institutos Laborales.

El profesor Puig Adam fue un en-
tusiasta del disefio y utilizacién de
material diddctico. Participé en la re-
daccién de un libro colectivo interna-
cional sobre material diddctico mate-
mitico, de la ATIAEM, publicado por
Delachaux-Niestlé y traducido al cas-
tellano por Aguilar en 1960.

5. Su obra clasificada
Libros de texto

Matemdticas para Bachillerato.
Plan 1938

1. En colaboracién con Rey Pastor.

2. Publicados en Madrid, entre 1940 y
1947.

3. Editores: Nuevas Graficas y Afro-
disio Aguado.

4. Se encuentran en la Biblioteca de
la Asociacién de maestros
Sensat”, de Barcelona.

“Rosa
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Matemdticas. Plan 1957

1. En colaboracién con Rey Pastor.

2. En Madrid, 1958 en adelante (hasta
1966).

3. Biblioteca Matemdtica.

4. Biblioteca Grup Matemaitic

Puig
Adam.

Obras sobre did4ctica

Metodologia y Diddctica
de la Matemdtica Elemental

1. Con Rey Pastor.

2. Madrid, 1933.

3. Imprenta de A. de Marzo.
4. Biblioteca “Rosa Sensat”.

Diddctica matemdtica heuristica

2. Madrid, 1956.

3. Instituto de Formacién del Profeso-
rado de Ensefianza Laboral.

4, Biblioteca “Rosa Sensat”.



El material diddctico matemdtico
actual

2. Madrid, 1958.
3. Ministerio de Educacién.
4. Biblioteca Grup Matematic

Puig
Adam.

Ampliacion de Matemdticas
Curso Preuniversitario

2. Madrid, 1959.

3. Biblioteca Matemadtica.

4. Biblioteca Grup Matematic
Adam.

Puig

La Matemdtica y su ensernianza actual

2. Madrid, 1960.

3. Publicaciones de la Direccién Gene-
ral de Ensefianza Media.

4, Biblioteca Grup Matematic
Adam.

Puig

Obras de Matemdticas superiores

Complementos de Aritmética
y Algebra

1. En colaboracién con Rey Pastor.
2. Madrid, 1928.

3. Nuevas Graficas.

4. Biblioteca “Rosa Sensat”.

Geometria Métrica

2. Madrid, 1947.
3. Biblioteca Matemadtica.
4. Reediciones periddicas.

Cdlculo Integral

2. Madrid, 1950.
3. Biblioteca Matematica.
4. Reediciones periddicas.

Ecuaciones Diferenciales
2. Madrid, 1950.

3. Biblioteca Matemadtica.
4. Reediciones periddicas.
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Obras de divulgacién matematica

COLECCION ELEMENTAL INTUI-
TIVA. TODAS ELLAS EN COLA-
BORACION CON REY PASTOR

Elementos de Geometria

2. Madrid, 1928.
3. Nuevas Gréficas.
4. Biblioteca Grup Matemaitic

Puig
Adam.

Elementos de Aritmética

2. Madrid, 1932.
3. Imprenta A. de Marzo.
4. Biblioteca “Rosa Sensat”.

Complementos de Geometria

2. Madrid, 1932.
3. Grificas Literaria.
4. Biblioteca “Rosa Sensat”.

Lecciones de Aritmética

2. Madrid, 1932.
3. Imprenta A. de Marzo.
4. Biblioteca ‘“Rosa Sensat”.

Nociones de Aritmética y Geometria

2. Madrid, 1931.
3. Imprenta A. de Marzo.
4, Biblioteca “Rosa Sensat”.

Matemdticas (método intuitivo)

2. Madrid, 1935.
3. Unién Poligrafica.
4, Biblioteca “Rosa Sensat”.

COLECCION RACIONAL.
TODA ELLA EN COLABORACION
CON REY PASTOR

Elementos de Aritmética Racional
2. Madrid, 1944.

3. Nuevas Gréficas.
* 4, Biblioteca ‘“Rosa Sensat”.
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Elementos de Geometria Racional
(en dos tomos)

2. Madrid, 1934.
3. Imprenta A. de Marzo.

4, Biblioteca Grup Matematic Puig
Adam,
Algebra y Trigonometria
2. Madrid.
3. Biblioteca Matematica.
4. Biblioteca Grup Matematic Puig

Adam.

Otras obras

Nociones de Algebra y Trigonometria

1. Con Rey Pastor.

2. Madrid, 1931.

3. Grificas Literaria.

4. Biblioteca “Rosa Sensat”.

Algebra y Trigonometria

1. Con Rey Pastor.

2. Madrid, 1934.

3. Graificas Literaria.

4. Biblioteca “Rosa Sensat”,

La Matemdtica y su ensefianza actual
(conferencia)

2. Madrid, 1934,

3. Asociacién de Alumnos de Ingenie- -

ros de Montes.
4. Biblioteca ‘Rosa Sensat”.

Complementos de Algebra
y Geometria rectilinea

1. Con Rey Pastor.

2. Madrid, 1941.

3. Garcia Enciso.

4. Biblioteca “Rosa Sensat”,

Nociones de Analitica y Cdlculo

1. Con Rey Pastor.

2. Madrid, 1941.

3. Nuevas Grdficas.

4. Biblioteca “Rosa Sensat",
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Le materiel pour Uenseignement
des Mathématiques

Varios autores.
Paris-Neuchatel, 1957.
Delachaux-Niestlé.

Biblioteca Grup Matematic
Adam.

eSS

Puig

6. Conclusiones, estudio
matematico y peticion

Don Pedro tenfa una maravillosa
obsesién por su coherencia personal
y la de su obra. Toda nueva elabora-
cién parte de bases anteriormente
conquistadas haciendo gala en ocasio-
nes de un fuerte espiritu autocritico.

Era un bombre con aficiones arrai-
gadas, a las que jamas abandond. La
armonizacién musical de poesias pro-
pias o de otros autores, la direccién
de corales (dirigié composiciones a
ocho voces) eran actividades de pasa-
tiempo que ejercia con dedicacién pro-
fesional y que eran goce de sus ami-
gos y discipulos.

Disfrutaba con el dibujo a mano
alzada, captando con trazo facil la fu-
gacidad de un paso de danza o la ex-
presiéon de una cara.

Sus amigos Pascual Ibarra y Ange-
leta Ferré conservan algunos de estos
entrafiables recuerdos.

El profesor Puig tiene un gran gus-
to para el juego con el lenguaje. Lo
domina y le agrada explicitar los sen-
tidos estricto y figurado utilizdndolos
e intercambidndolos. Ello aporta una
cierta ambigiiedad creativa y didécti-
ca a ciertas frases.

Unos ejemplos pueden ser: “la be-
lleza de lo matemético” y *“las mate-
madticas de lo bello”, la matemitica
es: “la ciencia de los esquemas” y “el
esquema de la ciencia”, y otras que se
encuentran a lo largo de su obra.



Valora al hombre por encima de
toda otra consideracién, posiblemen-
te a partir de su visién cristiana.

La tecnologia, la vida cotidiana jun-
to al disfrutar con el razonamiento
puro son, para él mismo y para su
practica docente, las fuentes y moti-
vaciones de la ensefianza y del apren-
dizaje de las Matematicas.

- Hagamos un breve recorrido por su
obra a través de los afios.

Afio 1928,
Geometria.

en los Elementos de

“Aqui te presentamos, lector que-
rido, a los que han de ser durante este
curso tus compaheros de trabajo:
unas tijeras, un ovillo de hilo, una
regla, un par de escuadras, un com-
pas, un rollo de papel de calco, unos
cartones, un paquete de lapices y un
montén muy grande de hojas de papel.

“Ni un solo dia has de empezar la
leccién de Geometria sin tener al la-
do estos buenos compaferos, ni ter-
minar de estudiarla sin dejar tu mesa
materialmente llena de recortes y de
papeles con figuras”,

Ano 1947, en la Geometria Métrica.

“No sé si este libro merece prélogo.
Acaso sélo lo merezca la intencién
con que se ha escrito. Nacié de una
afectuosa indicacién que quise obede-
cer y de una disconformidad que me
acuciaba. Crecié entre el afdn de lo
por lograr y el descontento por lo no
logrado”.

“... Creo que toda preparacién ter-
mina en deformacién cuando las prue-
bas que se exige superar se realizan
en masa y contra reloj, y, por reac-
cién di en querer hacer, ante todo, un
libro formativo. Perddéneseme, pues,
la rebeldfa y vanidad de mi intento”.

*... {Quién supiera, pues, escribir un
libro capaz de despertar el respeto al

rigor sin ahogar la intuicién! ;Quién
supiera conjugar en él la honradez
cientifica, el interés formativo y la
eficacia préctical... Tal ha sido la
quimera constante del autor en la en-
crucijada de su triple tendencia pe-
dagdgica, cientifica y técnica, al aco-
meter, temeroso de su impotencia, el
empeno de escribir un libro para es-
colares, bajo el fuego cruzado de los
criticos puros y de los criticos préic-
ticos...”

Alguna vez dijo: “El que esti de
vuelta de todo, es que no ha ido nun-
ca a ninguna parte...”

Afio 1950, en su Cdlculo Integral,
decia:

“... Y es que ningin noble empefio
es despreciable, ni ningdn conocimien-
to puede tacharse de inttil a perpe-
tuidad. Los tnicos conocimientos que
no se aplican jamds son los que no se
tienen; los tnicos esfuerzos baldios
de verdad son los que sélo se quedan
€n proyecto.

De noble empefio y esfuerzo califi-
co, sin modestia, este libro del que
poca gloria espero y menos prove-
cho; pero me consuela pensar que
acaso sirva y cumpla su misién; y mi-
sién y servicio son los motivos que
alientan la vida del profesor’”.

Ano 1956, en Diddctica Matemdti-
ca heuristica, decia:

“...Y termino esta ya demasiado
larga introduccién previniendo el pe-
ligro de un vicio que en ningin mo-
do quisiera fomentar con este libro:
el de la imitacién; uno de los mids
graves y frecuentes en pedagogia... no
pretenda (el profesor) aplicar en todo
momento y ocasién la misma norma
como receta conductora, ya que la
buena didactica no admite soluciones
rigidas... Aprendan ante todo los pro-
fesores a observar atentamente a sus
alumnos, a captar sus intereses y sus
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reacciones, y cuando sepan leer bien
en ellos, comprobardn que en ningin
libro ni tratado existe tanta sustancia
pedagébgica como en en libro abierto
de una clase, libro eternamente nue-
vo y sorprendente”.

_ Afo 1‘,9\‘33, en la Metodologia y Di-
ddctica de la Matemdtica Elemental,
escribia:

‘... Mientras un maestro de escuela
debe considerarse completamente fra-
casado si sus alumnos salen a la vida
sin los pertrechos indispensables, que
significa saber leer, escribir y calcu-
lar correctamente; en cambio, un ba-
chillerato que no haya dejado en la

memoria de los alummnos indeleble-
mente grabada para siempre ninguna
declinacién latina, ninguna férmula
trigonométrica, ninguna especie bota-
nica, podrd ser, sin embargo, un ba-
chillerato eficaz si ha logrado desper-
tar en el alumno la aficién por la lec-
tura de obras literarias, el habito de
razonamiento cuidadoso, el amor a la
naturaleza y el sentido de observa-
cién, porque, en fin de cuentas, ese
imponderable que se llama cultura
general no es sino aquello que queda
en el espiritu después de haber olvi-
dado todo lo aprendido en el periodo
escolar”.

No quisiera acabar este trabajo sin
agradecer a las personas e institucio-
nes que lo han hecho posible. A An-
geleta Ferrer y a Pascual Ibarra, con
quienes hemos hablado durante horas
del don Pedro que conocieron y ama-
ron; a las bibliotecarias de la Asocia-
cién de Maestros “Rosa Sensat” (en
cuya biblioteca se halla la mayor par-
te de la obra diddctica de Puig Adam,
gracias a la donacién de Angeleta Fe-
rrer), cuya paciencia y profesionali-
dad fueron ayuda inestimable. Y a
mis queridos compaifieros del Grup
Matematic Puig Adam, cuya pacien-
cia y espiritu critico han mejorado
sustancialmente este trabajo. Un tra-

_ bajo que espera ser inicio y no final

de un estudio serio y de una recupe-
raciéon completa para nuestras aulas,
de la obra y del material didactico de
don Pedro Puig Adam. Obra y mate-
rial todavia absolutamente necesarios
para elevar el nivel de la ensefianza
de las Matemadticas en nuestro pais.

&
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Experimentacion diddctica

e Investigacio’n activa en clase
de Matemdticas

J. M. MARTINEZ SANCHEZ "

Este articulo resume, con algunas modificaciones para su publicacién, una
serie de conferencias dadas a profesores de Bachillerato y contiene las ideas
expuestas por el autor en las Jornadas de Didictica celebradas en Alcali de
Henares durante el mes de julio de 1981.

Tratamos en todos los casos de motivar al profesorado sobre los méto-
dos activos en la ensefianza, estimuldndole a dar respuestas nuevas a los
problemas cotidianos que se presentan en el ejercicio de la actividad docente.

Agradecemos la oportunidad que nos brinda el presente nimero mono-
grifico de la Nueva Revista de Ensefianzas Medias, dedicado a la Didéctica

de las Matemadticas, para dar mds amplia difusién a estas ideas, de manera

que puedan ser conocidas y contrastadas por un mayor ndmero de pro-
fesores.

Queremos indicar, finalmente, que en el tiempo transcurrido desde que
expusimos por primera vez el tema, han ido cambiando algunas cosas. En
primer lugar, nos congratulamos de la aceptacién que tienen los métodos
activos en capas cada vez mds amplias del profesorado; en segundo lugar,
estas ideas, asumidas por las autoridades académicas, son actualmente fo-
mentadas desde instancias oficiales. Todo ello es claramente positivo.

Sin embargo, ahora se corre el riesgo de la proliferacién indiscriminada
de experiencias y ensayos cuyo Unico aporte consista en su aparente novedad.
También hemos de estar atentos sobre la aplicaciéon de métodos y modelos
utiles para determinadas etapas del desarrollo intelectual del alumno, pero
triviales, cuando no claramente inadecuadas, en etapas posteriores.

* Inspector de Bachillerato del Estado.

59



PNREM /7

Introduccion

El fin inmediato que nos proponemos es presentar tres ejemplos de ex-
periencias did4cticas en Matemadticas realizadas con alumnos de Bachillerato,
con la intencién de que puedan servir a los profesores como sugerencias para
emprender otras acciones analogas.

Las experiencias seleccionadas estdn ensayadas y contrastadas en el aula;
no son especulaciones tedricas, sino que apuntan a una aplicacién inmediata
en clase y surgen de situaciones concretas que se presentaron en determi-
nados momentos.

Pero este articulo tiene otra finalidad, mds dificil de conseguir, que es
convencer al profesorado de que sélo mediante su trabajo personal y propio,
a ser pasible creativo, se da respuesta, por un lado, a la mejora de la capa-
cidad docente; por otro, a la elevacidn de la categoria profesional, y, final-
mente, a la realizacién personal en el ejercicio de la tarea educativa.

Es una llamada a reivindicar, y asumir, el papel que la investigacién debe
desempefar en la labor del profesor de Ensefianza Secundaria.

Estamos convencidos de que la investigacién y la experimentacién didéc-
tica son medios posibles, si no los \nicos, aunque no ficiles, para el perfec-
cionamiento del profesorado y la mejora de la ensefianza.

En este sentido, antes de exponer los ejemplos de las experiencias didéc-
ticas, hacemos unas consideraciones generales sobre investigacién educativa
y unas sugerencias para la accidén, seguidas de algunas ideas sobre los temas
susceptibles de estudio y experimentacién.

Consideraciones generales sobre investigacion educativa

Algunos autores consideran la investigacién educativa como parte inte-
grante de la investigacién cientifica y que sus métodos son, por tanto, los
métodos cientificos aplicados a las Ciencias de la Educacién. Entiendo que
esto no es rigurosamente cierto, pero puede admitirse como punto de partida.

Ahora bien, en tanto que los métodos cientificos aplicados a las Ciencias
de la Naturaleza han conseguido avances espectaculares y han traido como
consecuencia el desarrollo técnico, el cual ha cambiado usos y costumbres
del mundo civilizado, no ha ocurrido otro tanto en las llamadas Ciencias
del Hombre. Cierto que se han conseguido avances en algunas disciplinas,
pero no podemos decir lo mismo de otras como la Etica o la Politica, por
ejemplo, donde el método cientifico no se ha mostrado especialmente fecundo.

En particular, la investigacién en educacién no ha conseguido resultados
rigurosos que sean undnimemente aceptados, ni tampoco se ha conseguido
una técnica pedagégica cuyos logros sean indiscutibles. Algo si se ha avan-
zado, evidentemente, pero muchas veces estos avances son debidos a los
aportes de otras disciplinas, o a resultados obtenidos en terrenos distintos
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al campo docente, en lugar de consecuencia directa de investigaciones en
educacioén.

La verdadera investigacién educativa es escasa, si bien algunos de sus
logros son ciertamente valiosos.

Por otro lado, es frecuente que las teorfas pedagdgicas y la préctica do-
cente estén alejadas entre si. Si a esto afiadimos que las investigaciones
suelen realizarse fuera del medio escolar y por profesionales ajenos al mismo,
no es de extrafiar que sus resultados sean de dificil aplicacién en clase.

Esto explica, de algiin modo, las resistencias del profesorado para incor-
porar a su labor docente teorias que, o bien, son inaplicables en la situacién
real de los centros, o no muestran especiales ventajas sobre los modos ya
consagrados por el uso.

Ademais, toda innovacion conlleva un cambio de mentalidad y un nuevo
modo de hacer que requiere un periodo de adaptacién. Cuando esta adapta-
cién no se cumple, sea por falta de tiempo y preparacién, sea por natural
resistencia a todo cambio, los resultados de la innovacién son nulos o, en el
peor de los casos, contraproducentes.

En educacién, muchas veces, vale mas hacer bien lo malo conocido, que
hacer mal lo bueno por conocer.

Naturalmente, no se pretende negar los beneficios que todo avance com-
porta, lo que se trata de decir es que primero hay que comprobar esos su-
puestos beneficios v luego poner las condiciones para que se pueda aplicar
o aprovechar.

Una posible via de solucién para eliminar las objeciones anteriores seria
realizar investigaciones en los centros educativos por los propios profesores
y ligada a la préactica docente diaria.

El tipo de investigacién educativa que por sus caracteristicas se adapta
especialmente a nuestros fines es la conocida con el nombre de investigacién
activa o investigacién por la accidn.

La finalidad de la investigacién activa es el estudio y resolucién de los
problemas educativos que se presentan al profesor, en una situacién diddc-
tica concreta, dentro del 4mbito del centro. Aborda problemas particulares,
cuya resolucién es de inmediata aplicacién a la prictica docente, y sus resul-
tados se valoran méas por su utilidad local, que por su validez universal.

La investigacién activa surge siempre ante una situacién real; se desarro-
lla integrada en la propia labor docente y como una actividad mds de la
misma. Sus resultados pueden ser aplicados directamente en clase y mejorar
el rendimiento académico.

Para el profesor significa una toma de conciencia y un esfuerzo para res-
ponder de modo racional y sistemdtico a las exigencias de la realidad docente
en la que estd inmerso. Constituye, ademds, un medio idéneo para su actua-
lizacién profesional y, simultdneamente, produce un cambio de mentalidad
sobre su quehacer facilitindole la adaptacién a situaciones nuevas.
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Un caso particular de la investigacién por la accién es la experimentacion
did4ctica. Sus fines y procedimientos son los mismos, pero su dmbito de
actuacién queda restringido a aspectos parciales de una determinada materia.

La experimentacién didactica es la investigacién activa que puede reali-
zarse sin rebasar los limites de un seminario, por los profesores del mismo
y dentro de las tareas que le son propias.

Creemos, por consiguiente, que la investigacién activa y la experimenta-
cién didactica rednen condiciones para paliar algunos de los inconvenientes
que actualmente padecen nuestros institutos y resolver muchos problemas
con los que se enfrenta el profesorado de Bachillerato.

Sugerencias para la accién

Es consustancial con la naturaleza humana el afdn de conocer y experi-
mentar. Un profesor competente y dindmico nunca debe conformarse con
los resultados que obtiene, siempre quiere mejorarlos; quiere que sus alum-
nos estén mds motivados y trabajen con mayor entusiasmo. Esto sdlo se
consigue ensayando, planteando situaciones de aprendizaje distintas y bus-
cando mejores formas de accién docente.

Cuando el profesor no actda a titulo individual, sino formando parte de
un grupo de trabajo, como puede ser un seminario didactico, debe coordinar
sus acciones con el resto del equipo. En este caso serd necesario discutir
y programar en comun las tareas a desarrollar o las experiencias a realizar.

La investigacidn y la experimentacién didactica es una prerrogativa de
los seminarios, recogida en la legislacién vigente, y una necesidad para el
profesorado si no quiere caer en la rutina y en el quehacer mimético, por
tanto, esterilizante, ademas de aburrido.

La carencia de flexibilidad ante situaciones nuevas, la falta de informa-
cién, as{ como por la dificultad para la comunicacidén y el trabajo coordi-
nado, son situaciones que obstaculizan la puesta al dfa del profesorado y la
adaptacién de las innovaciones educativas. Todo ello puede superarse cuando
se participa en una investigacidn, pues el afdn por conocer estimula a vencer
los inconvenientes y a esforzarse para lograr los resultados previstos.

Ahora bien, en nuestra situacién actual los problemas que presenta cual-
quier tipo de investigacién no son los mds adecuados para ser resueltos en
el medio escolar, compatibilizindolos ademds con la labor diaria de la do-
cencia. Pero, justamente, la investigacién por la accién elimina los inconve-
nientes citados y cumple los requisitos necesarios para realizarse con las
demés tareas docentes.

Las actividades de aprendizaje pueden ser observadas sistematicamente,
analizadas con rigor y constituir modelos para su experimentacién. El profe-
sor, simplemente, viendo las reacciones de sus alumnos, observando el desa-
rrollo y marcha de las clases y evaluando rigurosamente los resultados obte-
nidos puede deducir pautas de actuacién para la mejora de su trabajo.
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De este modo, cada clase es una oportunidad de aprendizaje en si misma
y banco de pruebas donde realizar experiencias. Con frase del inolvidable
maestro Puig Adam: “La mejor y més maravillosa fuente de conocimijentos
para el profesor son sus propios alumnos’.

Un bosquejo para el desarrollo de una investigacién en el seno de los
seminarios didédcticos, viene resumida en los siguientes puntos:

1. Elegir un tema objeto de estudio, en funcién de su interés y posibi-
lidades reales del seminario.

2. Plantear el tema y definir las dificultades con la mayor precisién po-
sible.

3. Recopilar datos y recoger informacién sobre el tema elegido y otros
andlogos.

4. Comparar y analizar la informacién recogida, seleccionando la que
se considere util.

5. Discutir las ideas y opiniones sobre la mejor forma de resolver las
cuestiones planteadas; se formula una hipdtesis de trabajo basada en las
soluciones previstas.

6. Diseflar una experiencia, a partir de la hipdtesis de trabajo adoptada,
fijando su desarrollo, duracién y metodologia a emplear.

Todo ello va ligado a determinadas actividades que se han de realizar
en las condiciones ordinarias de las clases.

7. Se hace una distribucién de tareas entre los miembros del equipo de
investigacién, asignando a cada uno misiones y objetivos concretos; a la vez
que se procede al acopio de los materiales, medios y recursos necesarios.

8. Control periddico de la marcha del proceso y del grado de cumpli-
miento de las tareas encomendadas.

9. Analisis de los resultados finales, los cuales se contrastan con la hi-
pétesis inicial para extraer las conclusiones que se deriven del contraste.

10. Las conclusiones obtenidas se traducen en normas operativas para
su aplicacién en clase.

Lo anterior se lleva a cabo mientras se realiza el trabajo en el instituto,
y como una parte mas del mismo. En ello radica, como ya se ha indicado,
la peculiaridad de la investigacién por la accién que deberfa ser una realidad
cotidiana en las tareas de los profesores de Ensenanza Media.

El campo de experimentacién

Si, ;pero cémo elegir el tema objeto de estudio? ;Cudles son adecuados
para realizar experiencias? El campo de experimentacién no estd definido
a priori y cualquier tema es vdlido tratado convenientemente; en cambio,
si estd acotado por nuestras posibilidades reales de trabajo, por su finalidad
docente y por los objetivos directos e inmediatos que nos propongamos con-
seguir.
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Entre los objetivos podemos citar: aclaracién de conceptos, introduccién
de nuevas ideas, formas de mofivacién, presentacién atractiva de contenidos,
materiales y juegos, enunciados de problemas intrigantes o provocadores de
curiosidad, modelos de situaciones didicticas, etc.

Sin con ello agotar todas las posibilidades, podemos encuadrar los temas
en tres grandes apartados:

a) Contenidos de la asignatura: conceptos y técnicas matemadticas.
b) Organizacién de los contenidos: métodos y sistemas de trabajo.
¢) Modelos de aprendizaje: situaciones y actividades didécticas.

Estos apartados no son disjuntos entre si, las lineas de trabajo se entre-
cruzan y ciertos aspectos de cada uno de ellos pueden perfectamente ser en-
cuadrados en los otros dos restantes.

Simplemente esta distribucidén, que responde a la cldsica divisién en:
contenidos, métodos y didacticas, sirve como punto de partida para iniciar
nuestra tarea. '

A titulo indicativo, y sin ninguna otra pretension, planteamos una serie
de interrogantes relativos a cada apartado para mostrar cémo el profesor
debe pararse a reflexionar sobre aspectos de su materia, que van desde los
més conocidos y habituales, pero con un enfoque distinto, hasta otros mds
generales o ambiciosos que pueden ser titiles para su propdsito.

En el primer apartado incluiriamos cuestiones como las siguientes:

i) (Qué queremos decir cuando decimos que la recta real es continua?,
(qué queremos decir cuando decimos que la funcién y = x2, o, simplemente,
y = x es continua? Clarificar conceptos, distinguir entre continuidad de la
aplicacién y continuidad de la grafica.

Cuando decimos que un muro es continuo o que un cine es de sesién
continua, ;jestamos expresando la misma nocién de continuidad?

En el estudio de la continuidad en Bachillerato sélo suelen considerarse
funciones reales de variable real, lo cual es natural, pero tiene el peligro,
que acaba convirtiéndose en habito, de no distinguir ciertas propiedades to-

polégicas de los espacios de aplicacién de las propiedades de continuidad
intrinsecas de la funcién.

71) Posiblemente tengamos noticia del Anélisis No Clasico, el cual vuel-
ve a poner de actualidad la nocién de infinitésimo. ;Qué sabemos del estado
actual de la cuestién? ;Puede esto tener alguna influencia sobre la matema-
tica que explicamos en el Bachillerato? Por ejemplo: ;modifican las ideas del
Andlisis No Cldasico el concepto de limite y consecuentemente la nocién de
derivada?; ;se podria introducir la derivacién sin necesidad de explicar limi-
tes?, ;seria esto mds sencillo o tendria alguna otra ventaja?

En el siguiente apartado tendrian cabida cuestiones relativas a métodos
y sistemas docentes, su comparacién y contraste, organizacién de tareas,

tipos de pruebas y ejercicios mas adecuados para valorar a los alumnos y es-
timularles al trabajo, etc.
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i) (Se debe utilizar la calculadora habitualmente en clase o sélo para
ciertos temas? ;Modifica este hecho y, mds aun, la introduccién y uso de los
miniordenadores en el aula, el enfoque de la asignatura? Es .decir: ;mate-
mitica existencial o matemdtica algoritmica?, ;deduccién o enumeracién?,
(formalismo o intuicionismo? Si, ambos aspectos, ;en qué proporcién y por
qué?

ii) La simple cuestién de los enunciados de los ejercicios modifica no
sOlo la dificultad y modo de resolverlos, si no fundamentalmente el fin para

el cual son propuestos. Compdrense los siguientes enunciados de un mismo
problema:

I. Sia, b, ¢ceR* demostrar que (a+b) (a+¢)(b+¢c) >=8-abc.

II. Dados tres nimeros reales positivos x, y, z, se pide demostrar:

1o (x—y)P>0;

+
2.0 X—‘Z—XEMxy;

3 x4+y) x+12) (y+ z)=>8xyz.

La primera redaccién es apta para un concurso o premio, se trata de
eliminar candidatos y quedarse con los mejores; la calificacién es de todo
0 nada, la solucidén es dificil y el enunciado disuasorio. La segunda redaccién,
al contrario, gradia las dificultades, permite evaluar con mds precisién el
nivel de conocimientos de cada alumno y le estimula a proseguir un trabajo.
Caso de éxito, los resultados son retenidos y recordados con mayor dificultad
por los alumnos medios.

En el tercer y ultimo apartado podrian situarse cuestiones del tipo si-
guiente:

7) Utilizando las propiedades de las progresiones aritméticas es facil cons-
truir cuadrados magicos de orden impar, pero no de orden par; mejor dicho,
un cierto procedimiento valido en un caso no lo es de otro, ;por qué?

Tampoco es dificil encontrar un algoritmo que sirva de modelo para la
construccién de tales cuadrados, ;qué diferencia sustancial habrfa entre
realizar el modelo con o sin ordenador?

#1) Usando papel milimetrado en los problemas de célculo gréfico, ;de
qué manera estan implicitos los conceptos de aproximacién y error?, (lo estén
de igual manera usando calculadora? ;Qué podemos decir del uso simultdneo
de calculadora y papel milimetrado en el cdlculo aproximado? ;Qué es célculo
aproximado?

(En qué sentido estd implicita la nocién de “borrosidad”?, ;lo estd tam-
bién en el punto i) de este mismo apartado?

Medite el lector no sobre lo anterior, que al fin y al cabo sélo son ejem-
plos, sino sobre 1o que a €l se le pueda ocurrir, persevere en el esfuerzo, y al
final observard que no es tiempo totalmente perdido.
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Ejemplos de experiencias diddcticas

Hemos elegido tres ejemplos de experiencias didédcticas como ilustracién
prictica de lo expuesto en los puntos anteriores. Con la primera experiencia
se pretende que el alumno adquiera una idea mds completa y general sobre
un concepto; la segunda es un intento para organizar una parte de nuestra
labor docente en un determinado aspecto; en la tercera, y ultima, la mate-
matizacién de una situacidn real se traduce en una actividad de aprendizaje
al requerir en concurso de los alumnos en su realizacién final.

Los ejemplos, publicados en su momento, se presentan completos en
lineas generales, con una breve explicaciéon y un esquema de su desarrollo.
No entramos.en mds detalles, pues no se trata de dar soluciones, sino de
sugerir ideas y marcar pautas de accién; para mayor informacién pueden
consultarse los articulos que se citan al final de cada ejemplo.

I. Espacios métricos en reticulos

Experiencia realizada para introducir una métrica en estructuras reticu-
lares conocidas por los alumnos, generalizar la idea de distancia y precisar
el concepto de espacio métrico en una situacién no habitual. Nivel C. 0. U.

Explicacién: Partiendo del hecho de que a los alumnos se les presenta
el concepto de distancia en la recta y el plano, o, lo que es equivalente, en
estructuras con un orden total, R, o en estructuras no ordenadas, C; se
trata de completar lo anterior definiendo una métrica en conjuntos parcial-
mente ordenados.

Ahora bien, estos conjuntos deben de alguna manera ser familiares al
alumno para no acumular dificultad sobre dificultad y, ademds, que los re-
sultados los encuadren dentro de hechos ya conocidos.

En este orden de ideas, vamos a considerar el conjunto IN de los natura-
les, parcialmente ordenado por la relacién de divisibilidad: a divide a b, no-
tacidn a/b, equivale a decir que b es miltiplo de ¢ en la relacién opuesta
y expresa que existe celN, tal que b=a-c.

Para cada par de elementos a y b de IN existe un extremo inferior:
inf. (a,b) = d, que divide simultdneamente a los nimeros ¢ y b, siendo, por
consiguiente, el maximo de los divisores comunes, notacién usual m.c. d.
{a+b)=d; asimismo existe para cada par de nimeros ¢ y b un extremo su-
perior, sup. (a,b) = m, que es miltiplo comin de a y b, siendo el minimo
de los multiplos comunes, dotacién usual m.c.m. (a,b) = m. También uti-
lizaremos la notacién aAb para designar el m.c.m. (a,b) y avb para el
‘m.c.d. (a-b), segin convenga. Es decir:

aAb=m.com. (a,b); avb=m.cd. (a,b)
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Se verifica que a.b. = m.d. y que si a/b entonces a < b en la ordenacién
natural de IN.

Se establece una aplicacion, norma, de IN en R* U {0}, asignando a cada
numero natural ¢ su logaritmo en base 10 (cualquier base mayor que uno
sirve para nuestros fines:

a>=> jlal]| =log a elR* u {0}

Con lo anterior estamos en condiciones de definir una aplicacién d; de
IN XIN en [R* u {0}, verificando las propiedades que caracterizan a la dis-
tancia; en efecto, para cada par a,b de nimeros naturales definimos la dis-
tancia entre ambos como diferencia de las normas de su extremo superior
e inferior. Es decir:

d(a,b) =log m—log d

siendo m y d el m.c.m. y el m.c.d. de ¢ y b, respectivamente.

Para la aplicacién d: N X N —> R* u {0}, as{ definida, se demuestran
las propiedades:

1. d(a,b)>o0; sid(a,b)=0 = a=b
2. d(a,b)=d(b,a)
3, d(a,c)=d(a,b)+ d(b,c).

Se hubiera podido definir la distancia mediante la diferencia m - d, entre
el m.c.m. y el m.c.d,, y la norma mediante la inyeccién natural de IN en IR,
pero esto no es satisfactorio, a nuestro juicio, porque tal distancia no refleja
la naturaleza multiplicativa del reticulo ( IN, /); definiendo la norma por me-

m .
dio del logaritmo tenemos que d (a-b) =g i es decir, la distancia es el

logaritmo de los factores no comunes a a y b. Esto expresa, como si dijéra-
mos, el “grado de indivisibilidad” entre a y b: “dos numeros estdn mds pré-
ximos cuantos mds factores comunes tengan”, lo cual no deja de ser un re-
sultado esperado y natural.

Desarrollo: Se empieza definiendo la distancia entre elementos de filas
y cuadriculas; se recuerda la definicién de norma y valor absoluto de nime-
ros reales y complejos; distancia en la recta real, plano complejo y plano mé-
trico. Se dice, finalmente, que se entiende por espacio métrico.

A continuacién se presenta el ejemplo explicado anteriormente, se con-
tintia definiendo una métrica en el conjunto 92 (A) de las partes de un
conjunto A, parcialmente ordenado por la relacién de inclusién, se finaliza
con un ejemplo de métrica discreta en el conjunto de las proposiciones con
las operaciones légicas disjuntiva “0” y copulativa “y”. :

Para mas detalles puede verse: “Algunos ejemplos de espacios métricos”,
Gaceta Matemdtica, nums. 1 y 2, Madrid, 1973.
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II. Taxonomia de ejercicios y problemas

Intento una clasificacién para establecer un orden de prelacién y una siste-
matica de los distintos ejercicios y problemas a proponer a los alumnos para,
aparte de ejercitarse en la realizacién de los mismos, utilizarlos con una fina-
lidad didé4ctica que permita cubrir ciertos objetivos.

Estos objetivos pueden ser tanto de tipo cognoscitivo, como efectivo o
psicomotor; es decir, se pueden utilizar los ejercicios y problemas, debida-
mente presentados, para la adquisicién y aplicacién de conocimientos, para
formacién de valores o para el fortalecimiento de la voluntad. Nivel B. U.P.

Explicacién: Los ejercicios se encuadran segin su finalidad en los si-
guientes tipos:

1. Efercicios de motivacién.

2. Ejercicios de asimilacidn.

3. Ejercicios de sintesis.

4. Ejercicios de repaso.

5. Ejercicios de exposicién graduada.

6. Ejercicios de exposicién libre.

7. Ejercicios de aplicaciéon inmediata de conceptos.

8. Ejercicios de utilizacién de técnicas en situaciones concretas.

9. Ejercicios de biisqueda de soluciones 6ptimas entre varias alternati-

vas dadas.
10. Ejercicios de investigacién de soluciones en situaciones desconocidas.

11. Ejercicios de ordenacién, sistematizacién y organizacién (métodos y
técnicas).

12. Ejercicios de generalizacién y transferencia de conocimientos (teo-
rias, sistemas y modelos).

Naturalmente, un ejercicio dado, podrd ser encuadrado en uno u otro
tipo, segiin la presentacién del mismo y de acuerdo a la finalidad que desea-
mos conseguir en él.

En la clasificacién anterior se ha tenido en cuenta una gradacién de me-
nor a mayor dificultad, tanto en los conocimientos y técnicas suministrados
por los ejercicios, como en la creciente complejidad y dificultad para la rea-
lizacién de los mismos.

Los seis primeros tipos de ejercicios, o ejercicios propiamente dichos, son
para la adquisicién de conocimientos y para su adecuada estructuracién y ex-
posicién; no requieren, por parte del alumno, nada mds que la voluntad de
realizarlos y no requieren el aporte de ningin esfuerzo creativo, basta eje-
cutar las instrucciones para obtener el resultado; a lo mds, el nimero 6 exige
del alumno algo de su libre iniciativa. Los siguientes tipos son ya de dificul-
tad creciente y requieren, por parte del alumno, la incorporacién de factores
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no implicitos en el enunciado del ejercicio para la resolucién del mismo, asi
como un cierto grado de tesén para alcanzar el éxito; estos ejercicios son
los que llamaremos problemas, y van desde los mas simples, aplicacién inme-
diata de conceptos aprendidos, hasta la sistematizacién explicita de su tra-

bajo o la elaboracién de modelos y teorfas generales que expliquen un con-
junto de situaciones andlogas.

Dentro de los ejercicios propiamente dichos, los dos primeros responden
a la necesidad de introducir la informacién; el 3 y 4, al proceso interno de
la misma, resumiéndola y memorizdndola; los ejercicios del tipo 5 y 6 co-
rresponden a la salida de la informacién y adiestran en la cantidad que debe
salir y en la presentacién de la misma.

Los problemas tipo 7 y 8 corresponden a lo que llamo proceso externo
de la informacion y consiste en conectar los conocimientos adquiridos con
la realidad objetiva; es decir, aplicar y utilizar los conocimientos en casos
determinados, para lo cual es necesario saber seleccionar de entre todos los
conocimientos, los apropiados, pero facilita esta seleccién en el enunciado
del problema mediante una sugerencia adecuada.

Los problemas del tipo 9 y 10 son de una dificultad considerable, y el
alumno no debe enfrentarse a ellos sin una previa preparacién y mentaliza-
cién. El enunciado de los mismos contiene datos suficientes para su reso-
lucién pero no suministra ninguna informacién sobre el camino a recorrer;
los del tipo 9 son combinatorios, es decir, la eleccién entre diversas alterna-
tivas se ve dificultada al aumentar su nimero y en ciertos casos nos vemos
obligados a idear un método de eleccién. Tanto éstos, como los del tipo 10,
habitdan al alumno a perseverar en el esfuerzo para la obtencién del éxito.

Por ultimo, los tipos 11 y 12 se salen en parte del marco del alumno y
requieren la cooperacién estrecha con el profesor para su desarrollo y expo-
sicién. En resumidas cuentas, son problemas amplios que se plantean al pro-
fesor al empezar el curso y fijar los objetivos del mismo, y que se resuelven
mediante las correspondientes actividades de clase, de tal manera que la
solucidn es correcta si, al final del curso, el alumno ha asimilado los métodos
y teorfas que debemos transmitirle al programar la asignatura.

Desarrollo: A lo largo del curso, seleccionando los ejercicios segilin la
finalidad prevista, presentando en la forma y momento oportuno, siguiendo
su evolucién y comprobando los resultados. Una de las mayores dificultades
consiste en la eleccién y redaccién de los enunciados; un mismo ejercicio,
segln su redaccién, puede servir para una u otra finalidad. Conviene gque
los ejercicios estén graduados y, a veces, formando baterfa de manera que
la solucién de uno nos indique el camino para resolver el siguiente.

Hay que formar un archivo de ejercicios, de modo que la variedad en
cada tipo sea amplia, cambiindolos, o modificando el enunciado, segiin se
vaya viendo los resultados obtenidos.

Los alumnos deben estar informados, en todo momento, de qué se pre-
tende de ellos con los ejercicios propuestos, tanto la finalidad inmediata
como la remota. A veces es conveniente que los alumnos colaboren en la
redaccién de ejercicios con sus ideas, opiniones y sugerencias.
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(Puede verse: “Problemas y ejercicios; utilidad didéctica”, Cursillos sobre
Didécticas Matemdticas, tomo XIII, Madrid, 1974).

III. Simulacién de una situacion real

Experiencia realizada para mostrar cémo la Matemdtica puede ser util
en el estudio de situaciones complejas y aparentemente alejadas del campo
matematico. La experiencia tiene por finalidad motivar el estudio de la Ma-
temdtica; pero, al involucrar en su desarrollo a los alumnos, es también un
ejemplo de verdadera actividad de aprendizaje, que permite iniciar a los
estudiantes en las tareas de programacién e introducir la idea de algoritmo
en procesos secuenciales no numéricos.

Se trata de analizar una situacién en que se presenta la necesidad de
efectuar ciertas consultas, de frecuencia y duracién variables, para resolver
algunas dificultades que aparecen al realizar tales consultas,

El estudio en tiempo real no es posible o no es practico: procede, por
consiguiente, establecer un modelo tedrico que refleje la situacién bajo cier-
tas hipétesis y simular el proceso en tiempo reducido. Nivel C. O. U.

Explicacion

Aprovechando la circunstancia de que un grupo de alumnos de C. O.U.
disponfan de dos horas semanales, que podfan ser utilizadas para practicas
y trabajos en grupo, formamos cinco equipos de trabajo con objeto de que
profundizaran en el estudio de algunos temas de especial interés del progra-
ma. A cada equipo se le proporcionaba el contenido esquemdtico de los
temas, los puntos de mayor dificultad, los ejercicios a realizar y la corres-
pondiente bibliografia de consulta para ser utilizada en las sesiones sema-
nales de estudio.

Para varios de los temas propuestos era necesario consultar un deter-
minado libro, del que sélo disponfamos de un ejemplar, y se producia el
inconveniente de que distintos equipos necesitaban consultar a la vez o que,
cuando un equipo necesitaba hacer una consulta, el libro estaba siendo uti-
lizado por otro equipo. A la vista de este inconveniente surgié la pregunta
natural: ;es suficiente, para nuestro trabajo, un solo ejemplar del libro?

Evidentemente, en este caso, el inconveniente se evita comprando mds
ejemplares. Sin embargo, surgen las siguientes consideraciones:

1. El uso de los libros es temporal y no son necesarios con posterioridad.

2. El inconveniente es minimo, pues el tiempo que se pierde consultando
es muy pequefio y no afecta al trabajo.

3. El inconveniente no es significativo, pues surge en algunas, pocas,
sesiones, pero no en todas.
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Por tanto, es licito preguntarse si es necesario comprar mas libros, y si
es asf, ;cudntos?

Con el fin de obtener la informacién necesaria para saber si basta un
solo libro, sin agotar todas las sesiones de estudio, es necesario reproducir,
bajo condiciones e hipétesis determinadas, el proceso de consulta. Es decir,
construir un modelo aceptable de las sesiones de estudio tipicas, de dos horas
de duracién, cinco equipos de trabajo y un solo libro de consulta, que per-

mita simular cuantas sesiones fueran necesarias para obtener la suficiente
informacién sobre el proceso.

En efecto, la simulacién nos permite determinar, para un gran nimero
de casos y en breve tiempo, el porcentaje de utilizacién del libro, el tiempo

dedicado a consultas y el tiempo que se pierde en esperas para consultar,
en total y por equipos.

Desarrollo

Cada equipo lo representamos por una cartulina marcadas Ej, E., ..., E,,
en total cinco cartulinas. Al dorso de cada una anotaremos cuando el equipo
correspondiente tenga necesidad de efectuar una consulta, asi como los mo-
meptos en que empieza y finaliza la consulta.

El libro se representa por una ficha L, que sirve, a la vez, para acumular
informacién sobre las consultas realizadas.

El tiempo que dura la sesién de trabajo, dos horas, se subdivide en 24 pe-
rfodos de 5 m.; cada uno de estos periodos de tiempo se simulan mediante
una tarjeta; en total veinticuatro, numeradas del 1 al 24. Dos tarjetas
mas, una marcada con “0”, para indicar que la sesi6én no ha comenzado,
y otra, marcada con ‘“25”, en la que se pone “FINAL TIEMPO”, para indicar
que el proceso ha terminado. Las 26 tarjetas forman un paquete que deno-
minamos ‘‘paquete de tiempos” o “paquete T".

El transcurso del tiempo, durante la sesién de trabajo, se simula al ir
retirando las tarjetas del paquete T; comienza la sesién al retirar la tarjeta
“cero” y finaliza cuando sélo queda la tarjeta “veinticinco”, en la que apa-
rece el “FINAL TIEMPO”.

Repetimos: como cada tarjeta representa 5 m. de tiempo real, al retirar
una tarjeta se simula que han transcurrido 5 m. de la sesién de trabajo.
En cada uno de esos 5 m., uno, o varios, equipos de trabajo pueden, o no,
tener necesidad de consultar el libro, que, a su vez, puede en este instante
estar disponible u ocupado.

La frecuencia y duracién de las consultas no son fijas y se establecen, ge-
neralmente, por observaciones previas en situaciones reales. En nuestro caso,
las sesiones de estudio ya realizadas nos indican que, en media, cada equipo
venia a realizar cuatro consultas en las dos horas de trabajo.

Por consiguiente, en cada periodo de 5 m. hay una posibilidad, sobre seis,
de realizar consultas. En este caso, la probabilidad de consultas es 1/6 y se

71



PNREM /7

los equipos tienen, o no ,necesidad de consultar, la extraccién de una bola
puede simular mediante el lanzamiento de un dado. Convenimos en que si
se obtiene “AS” se produce la necesidad de consulta, y no se produce en
caso contrario.

Asimismo, las consultas son de duracién variable, desde las breves para
ver una cita o dato, hasta las que requieren leer todo un epigrafe; en cual-
quier caso, no solian presentarse consultas de duracién inferior a 5 m., ni
superior a 30 m. Para esta experiencia llegamos a establecer, como acepta-
ble, la siguiente distribucién de tiempo para la duracién de las consultas en
promedio:

Dos consultas de 5 m.
Tres consultas de 10 m.
Tres consultas de 15 m.
Dos consultas de 20 m.
Una de 25 m.

Una de 30 m.

Esta distribucién se puede materializar mediante una bolsa, en la que
introducimos 12 bolas o discos numerados: dos ellos con el nimero 1, tres
con el nimero 2, tres con el numero 3, dos con el nimero 4, uno con el 5
y otro con el 6, que nos indican en cada caso cuantos perfodos de 5 m. se
han empleado en realizar la consulta. :

La simulacién de la duracién de la consulta consiste en elegir una bola
al azar, de entre las doce de la bolsa, y el nimero escrito en la misma nos
indica el tiempo, en periodos de 5 m., que ha durado la consulta realizada.

Si en un instante dado, indicado por la tarjeta superior del paquete de
tiempos, un equipo tiene necesidad de consultar, puede empezar la consulta
si en ese instante el libro estd disponible 0 ponerse en espera para consultar
cuando el libro este ocupado Los equlpos en espera para consultar forman
una “fila de espera” o “cola”.

La fila de espera se simula colocando una a continuacién de otra las
cartulinas que representan los equipos que necesitan la consulta. El hecho
de que el libro esté ocupado lo indicamos colocando encima de la ficha L,
la cartulina del equipo que consulta. Un equipo o esti trabajando, o estd
consultando, o estd en espera para consultar.

Cuando un equipo que estd consultando finaliza su consulta, vuelve a su

posicién de trabajo y su lugar lo ocupa el primero de la fila de espera, si
lo hay.

Nota: Podria ocurrir que un equipo necesitase consultar cuando se acaba
el tiempo de simulacién. En este supuesto hay dos opciones, como ocurre en
las situaciones reales: o prolongamos la sesién hasta que el equipo interesado
acabe la consulta o, por el contrario, al finalizar el tiempo de trabajo, se
suspende toda actividad y lo que quede pendiente se deja para la préxima
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sesién. Cualquiera de las opciones es vilida, pero es conveniente, para la uni-
formidad de los célculos, fijar una de ellas de antemano.

El proceso comienza poniendo el paquete T en cero, es decir, ordenadas
las 26 tarjetas de menor a mayor numeracién; se colocan los equipos en “po-
sicién” de trabajo y el libro en situacién de “disponible”. Se inicia la simu-
lacién al retirar la tarjeta 0, y comenzar a contar los 5 m. simbolizados por
la tarjeta 1; durante estos 5 m. vemos, mediante lanzamientos del dado, si
los equipos tienen, o no, necesidad de consultar. La extracciéon de una bola
de la bolsa nos simula la posible duracién de la consulta.

En el dorso de las cartulinas E de los equipos se anota: momento en que
se produce la necesidad de consulta, principio de la consulta (T), duracién
de la consulta (D), fin de la consulta F =T + D. También se anotan los
periodos de espera, los cuales vienen dados por la diferencia entre el prin-

cipio de la consulta y el momento en que se produjo la necesidad de con-
sultar.

En la ficha L del libro se anota: principio y final de las consultas y du-
racion de las mismas (diferencia entre los valores anteriores).

Con ello tenemos:

1. El tiempo de espera para cada equipo.

2. La duracién total de las consultas realizadas.
3. El tiempo de espera total.

4. El tiempo de utilizacién del libro.

5

Los porcentajes correspondientes de utilizacién del libro, del tiempo
dedicado a esperar por equipos, del tiempo empleado en consultas y,
para el control, el porcentaje de tiempo en que los equipos estdn tra-
bajando.

El andlisis del proceso permite confeccionar el correspondiente programa
mediante el listado de los pasos sucesivos y las instrucciones a ejecutar en
cada caso.

Asimismo, es conveniente realizar el organigrama para hacerse una idea
global del proceso.

(Para informacién mds completa y ejemplos de resultados obtenidos puede
consultarse: “La simulacién de modelos”, Revista de Bachillerato, cuaderno
monogréfico, nim. 5, Madrid, 1980).

Conclusion

Hemos visto que parte de la actividad docente y de las obligaciones del
profesorado, si se hacen sistemdtica y metédicamente, pueden traducirse en
tareas de investigacién de resultados aplicables en el aula.

Por supuesto, que la labor de investigacién del profesor de Bachillerato
nd tiene por qué limitarse al tipo aqui descrito; si alguien puede hacer al-
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guna otra, mejor que mejor. Simplemente, se trata de ver que la investiga-
cidén activa es posible y desde luego deseable.

En resumen, seria interesante lograr que los profesores de Ensefianza
Secundaria compaginasen docencia e investigacién, consiguiendo que los ins-
titutos y seminarios fueran auténticos lugares de discusién y experimentacién
didactica de donde surgieran las diversas sugerencias para la mejora de la
ensefnanza.

VIAJE CULTURAL
CURSILLO DE FRANCES

En I'Alliance Frangaise de PARIS

DOS SEMANAS VERANO 1985

— Del 30 de junio al 13 de julio inclusive.
— Del 16 de julio al 29 de julio inclusive.
— Del 16 de agosto al 29 de agosto inclusive.
— Del 1 de agosto al 29 de agosto inclusive.

— Apartamentos-estudio duplex con bafio y cocina.

— Residencias con restaurante y bafio en las habitaciones.

— Viajes en tren, avién o autocar con TV-Video y aire acond.
— Dos horas diarias de clase. Certificado de Asistencia.

— Visitas y excursiones culturales. Librito con resimenes.

— Viaje acompafiado por catedrdticos y agregados de francés.
— Se admiten cursillistas (seis niveles) y no cursillistas.

— Prestigioso seguro médico Europ Asistance para todos.

PRECIO: Desde 38.900 ptas., que incluye viajes y pensiéon com-
pleta en Paris y en ruta.

SALIDAS: A - Sevilla, Cérdoba, MADRID, Burgos, S. Sebastidn.
B - Murcia, Alicante,” Valencia... BARCELONA.

INFORMES E INSCRIPCIONES:

Direccién central: ALICANTE. Subdireccién: SEVILLA.

ALICANTE : Joaquin Garcfa. Teléfonos (965) 20 55 98 y 65 34 69
Cayetano Ubeda. Teléfono (965) 28 1
SEVILLA : Mercedes Pérez. Teléfonos (954) 38 52 94 y 420377
MADRID : Magdalena Matilla. Teléfono (91) 638 08 80
Rosa Dominguez. Teléfono (91) 254 82 96
BARCELONA : Magdalena Ferndndez. Teléfono (93) 220 13 26
CANARIAS : Soledad Esparza. Teléfono {(928) 23 08 07
Elvira Gomez. Teléfono (922) 27 40 03
LEON : Sofia Aller. Teléfono (987) 23 00 06
MURCIA : Maria Dolores Garcia. Teléfono (968) 24 52 03
SAN SEBASTIAN : Maite Sansous. Teléfono (943) 64 2
TARRAGONA : Oscar Segarra. Teléfono (977) 6200 00
VALENCIA : Pepita Bartual. Teléfono (96) 326 94 55
VIGO : Marfa Araceli Cabido. Teléfono (986) 42 02 12
ZARAGOZA : Francisco Sdnchez. Teléfono (976) 49 33 20

Organizacién Técnica: GAT 503
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La estadistica mediante experiencias
de stimulacion

José COLERA*

... La clase, como colectivo de sujetos medibles en un
ciertc aspecto y medidores en otro, suministra gran ri-
queza de situaciones para hacer atractiva la teoria y prédc-
tica de la estadistica y, en este sentido, dicha disciplina
constituye uno de los capitulos mds privilegiados de toda
la ensefianza de la matemdtica en lo que se refiere a la
facil creacién a su alrededor de centros de interés di-
déctico.

Puic ApaM: La matemdtica y su ensefianza actual.

La probabilidad y la estadistica son disciplinas de in-
terés actual, y a veces son fundamentales en casi todas
las ramas del conocimiento y en muchos quehaceres de la
vida ordinaria.

SANTALO: La educacion matemdtica, hoy.

No hay simposio, reunién, jornadas de matemadticas en las que no se diga
que la geometria, en los Ultimos afios, ha sido lamentablemente relegada de
la Ensefianza Media. “{Hay que recuperar la geometria!”, se afirma con mu-
cha razén. La suerte de la estadistica ha sido ain peor: su olvido no es de
los dltimos afios, sino de siempre. Aunque en los programas oficiales aparez-
can varios temas, es frecuentisimo que se dejen para final de curso y acaben
no dandose. “;Hay que encontrar la estadistical”, habria que decir.

La ausencia de su estudio en nuestras clases es tanto mds chocante cuanto
que trata una materia de enorme interés actual y muy especialmente adecuada
para desarrollarla con un método activo, participativo, opinién avalada por
los dos autorizadisimos parrafos que encabezan este escrito.

A lo largo de estas paginas voy a presentar algunas experiencias suscep-
tibles de ser llevadas al aula. Cudles y cuidndo quedard al criterio del profesor.
En algunas de ellas, el como se explica con algin detalle.

* Coordinador de Matemdticas para la Reforma de las Ensefianzas Medias.
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Se van tocar los siguientes temas:
— Frecuencia y probabilidad.

e Ley de los grandes nimeros.
e Regularidad, pero menos. (Dicen que Mendel hizo trampa).

— Trabajando con muestras.

e La eleccién de la muestra, ;se la dejamos al azar o procedemos de
forma més concienzuda?

@ ;Cémo de grande ha de ser la muestra?

e ;Qué conclusiones podemos sacar de lo que nos dice la muestra?

— La curva normal y su omnipresencia.

e Una distribucién que aparece por doquier.
e Posible explicacién: el teorema central del limite.
e ;Podria ofrecerse a los alumnos algiin test de normalidad?

Frecuencia y probabilidad

Veamos una serie de experiencias con las que se pretende que el alumno
especule en la prediccién de probabilidades “a priori”, recoleccione datos y
obtenga frecuencias que le permitan inferir e intuir la ley de los grandes nd-
meros (cuando el niimero de experimentaciones es muy grande, la frecuencia
relativa tiende a estabilizarse).

Empezaré por describir una serie de “generadores de resultados aleato-
rios”. Unos son muy conocidos y utilizados; otros, menos. Todos ellos pue-
den usarse para experiencias de simulacién. En muchos de ellos se puede
calcular la probabilidad “a priori”; en algunos, este ejercicio es muy inte-
resante:

Generadores de resultados aleatorios.—Entre paréntesis aparecen los va-
lores de la variable.

Dado (1, 2, 3, 4, 5, 6). Dados irregulares.

Moneda (C, +).

Cartas de una baraja (...).

Dos monedas (CC, C +, + C, + +).

Mais monedas.

Lanzamiento reiterado de una moneda hasta que salga cara (1, 2, 3, ...).

Dos dados [par de nimeros: (1, 1), (1, 2), ..., (1, 6), ..., (6, 6)].

suma de numeros: (2, 3, 4, ..., 11, 12).

e Lanzamiento de un palillo de dientes -——o lapiz— sobre una familia de
paralelas equidistantes: problema de la aguja de Buffon. (SI-NO toca
el palillo una de las rayas.) La probabilidad depende de la distancia
entre rayas y de la longitud del palillo.

e Moneda sobre una cuadricula. (SI-NO toca la moneda alguna de las

lineas de la cuadriculaj. La probabilidad depende del lado de la cua-

dricula y del didmetro de la moneda. La obtencién geométrica de la
probabilidad “a priori” es muy interesante.
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La estadistica...

e Una chincheta (punta hacia arriba o hacia abajo). La probabilidad de-
pende de las caracteristicas de la chincheta.

e Ultimo digito de un ndmero telefénico (0, 1, 2, ..., 9.

e Dos tltimos digitos de un nimero telefénico (00, ..., 99).

e Urnas. La probabilidad depende no sélo de la composicién sino tam-
bién de que la extraccién sea o no con reemplazamiento.

e Ruleta.

Experiencia 1
Objetivo: Observar experimentalmente la ley de los grandes numeros y
representarla graficamente,

Diseiio: Trabajo en grupos de dos. En cada grupo se tira un dado “mu-
chas” veces (entre 100 y 200), se anotan los resultados y se calcula la fre-
cuencia de una cara, por ejemplo el 5. Se compara la frecuencia absoluta con
la’de los otros grupos. Se obtienen frecuencias relativas (tres cifras decima-
les). Comparan unos grupos con otros y todos con 1/6 = 0,166.

Suman las frecuencias absolutas cada dos grupos y obtienen la frecuencia
relativa correspondiente. Comparan con 0,166.

Repiten el proceso hasta que suman las frecuencias absolutas de toda la
clase.

Las frecuencias relativas en los sucesivos pasos, “probablemente” se han
ido acercando a 0,166.

En total se han conseguido del orden de 2.500 tiradas. Si se recogen y se
ordenan, podria calcularse la frecuencia del 5 cada 50 tiradas (de las 50 pri-
meras, las 100 primeras, las 150 primeras...) y pasarlas a un diagrama car-
tesiano.

0.230+
0.220 4
0.210 4
0.200 4
0.1904
0.180
0.170

EN R ad
& 1
0.160+

o~

0.150 4

0.1404

T T ) ¥ T ¥ T T T

T T T i T T
50 200 4Q0 600 800 1.000 1.200 1,400 . 1600

Y
1.800
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Variantes: En lugar de con el dado, los alumnos podrian lanzar chinche-
tas (todas del mismo tipo). Los siguientes pasos serian idénticos, salvo .al
comparar con la media esperada, pues en esté caso Se carece de referencia.
Al terminar se podria especular sobre la probabilidad de que la punta quede
hacia arriba.

Experiencia 2
Objetivo: Relacionar el movimiento browniano con movimientos al azar.

Disefio: Témese un papel cuadriculado y dos dados distintos. En cada
dado, 1, 2 corresponden al —1; 3, 4 corresponden al 0; 5, 6 corresponden
al 1. Un dado sefala la abscisa y el otro la ordenada. :

Se supone que hay una particula en un punto central de la cuadricula.
Cada tirada de los dados supone el movimiento de la particula a uno de los
ocho puntos que la rodean, o al mismo en que se encontraba, Vdyase si-
guiendo el itinerario uniendo con un segmento cada dos posiciones sucesivas.

| A ZE
30 N BN
! 33
[ 5 26 ]
123 132
| 6 4 2 21 L
| 25 28 | T
]L 1 23 p L T S ]
i 13 |
e %o i
| 3 04? 22
10 | 14 AN M e
12i 16 16 yd T
| BH 0 B R b
|
| 1

Variante: Numérense las sucesivas posiciones, pero Gnanse solamente cada
5 o cada 10 (como si se fotografiara la posicién de la particula sélo en algu-
nos instantes).
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La estadistica...

Variante unidimensional

-9 8 -7 —46 —5 4 -3 —2 —1 0123 45¢6738

Partiendo de 0 se decide a cara o cruz si se avanza un paso O se retro-
cede. Andtese la posicién de cada tirada. {Problema del borracho).

Experiencia 3

Entre los problemas que el caballeroftahur De Meré le propuso a Pascal
estd el siguiente:

Dos jugadores han puesto 32 monedas cada uno y se las llevara el pri-
mero que gane tres juegos. La partida se interrumpe cuando uno de ellos
gana por 2 juegos a 1. ;Cémo han de repartirse las 64 monedas?

Del mismo tipo es el siguiente:

En las cajas de cerillas aparece:

r - .
Premios. (levante el rascador)

O DO O 1000Ptas
| O O O s s00rts.
- € ofe e € 200 Pras
@ € vfe oJe 100 Pas
O e € o6 oot

PAGOQO DE PREMIOS:
CONSULTE EN SU ESTANCO
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Supongamos que por cada 4.000 cajas hay 1, 3, 10, 45 y 200, rt::spectiva-
mente, que bajo el rascador presentan cada una de las combinaciones an-
teriores.

Y, ademas, 990 del tipoq) o6 @ €Y, 5L del tipo P O e 9 ¥ 1.800
del tipo ) sjs offe ofe . que no tienen premio. No hay ninguna combinacion
de otro tipo.

En una caja de cerillas levantamos el rascador y nos aparece la siguiente
combinacién

000 (&

;Cuanto hay que valorar esta caja vacfa mientras no acabemos de arran-
car el rascador?

El problema admite variantes, segin que las figuras descubiertas sean
unas u otras. La variante mas dificil acaso sea la siguiente: “Una caja de ce-
rillas cuesta 5 pesetas. Si levantamos el rascador y aparece ) ofs ojs afs .
“;cuénto vale, ahora, la caja llena?” O su equivalente: “;Cudnto vale una cuja
de cerillas vacia con el rascador intacto?”.

Regularidad, pero menos

Un médico le dice a su paciente: “Es una pena. Tiene usted una dolencia
de la cual sblo sobreviven uno de cada diez”. Y tras mirar sus archivos, afa-
de: “Pero estd usted de suerte. Hasta.ahora he tenido nueve pacientes con
esta enfermedad y se me han muerto los nueve. Usted es el décimo, le toca
sobrevivir”. (Este chiste creo haberlo lefdo en algin libro de Polya).

Sin llegar a esta exageracidn, si es frecuente que cuando tarda mucho en
salir un resultado (en una moneda, un dado o una ruleta) se tiende a pensar
que es mds probable que salga iya!; jnos lo debe!

Sin embargo, la ley de los grandes nimeros no dice nada de compensar
las diferencias entre los valores obtenidos y los esperados (cada tirada es
independiente de las anteriores). De tal modo que resultados demasiado
préximos a lo esperado resultan sospechosos. Y si esta excesiva proximidad.
es reiterada, la sospecha llega a limites alarmantes. Asi, parece ser que se
ha demostrado (de entonces acd la estadistica ha evolucionado mucho) que
los resultados que exhibi6 Mendel eran tan regulares que, muy probable-
mente, estuvieran algo amaflados. (Posiblemente tuviera que “‘retocarlos”
para convencer a algun coetaneo cerril).
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La estadistica...

(Cémo se pone de manifiesto esta falta de concordancia entre lo “es-
perado” y lo “obtenido” mediante las experiencias descritas anteriormente?

En la experiencia 1 obténgase, junto con la frecuencia relativa, f/n, la
diferencia f- n/6, entre el valor obtenido y el esperado. Se vera cémo tiende
a aumentar en valor absoluto.

La particula de la experiencia 2 tiende a estar cada vez mis lejos del pun-
to de partida. Y el borracho, aun a bandazos, se aleja paulatinamente,

Trabajando con muestras

En nuestros cursos de Ensefanza Media se distingue entre poblacién
y muestra, y se habla de la necesidad de estudiar poblaciones por medio de
muestras (cantidad desmesurada de inividuos, carestia de sondeo, proceso
destructivo...). Incluso se trabaja con muestras y se calculan algunos de sus
parametros; es decir, se hace un estudio “descriptivo” de la muestra. Pero
es muy raro que se dé el paso de estimar pardmetros de la poblacién a par-
tir de los de la muestra, por las grandes dificultades tedricas que entrafia.

Sin embargo, es posible un tratamiento del tema que permita a los alum-
nos, .de forma experimental, y sin usar férmulas, llegar a conclusiones sufi-
cientemente claras como para entender las estimaciones que aparecen en los
periddicos y para hacer las suyas propias.

(En qué consiste la estimacién de parametros poblacionales mediante
muestras? Supongamos que un alumno pretende saber la proporcién de
suspensos en matemadaticas (pardmetro a estimar) en la dltima evaluacién en-
tre los chicos de 1.° del Centro (poblacién). Para ello pregunta a 20 chicos
(muestra) entre los que hay ocho suspensos. La proporcién obtenida en la
muestra es 8/20 = 0,4 o, si se prefiere, el 40 %.

Lo normal es asignar ese valor al pardmetro buscado: “Estimamos que la
proporcién de suspensos en el Centro es del 40 %". Pero es obligado hacerse
la siguiente pregunta: “;Qué seguridad tenemos de que la afirmacién ante-
rior sea cierta?”. La respuesta es terminante: “{Ninguna!”. Planteemos, pues,
las cosas con més cautela: “;Qué expectativas hay de que la proporcién.de
suspensos sea proxima al 40 %?”. Esta pregunta ya tiene una respuesta mds
esperanzadora. Intentemos llegar a ella.

Lo primero es cuestionarse si la muestra escogida es suficientemente
buena en cuanto:

— Al tamafo. (Influye el nimero de elementos de la muestra en las
conclusiones que obtengamos de ella?

— A la representatividad. ;COomo obtener una muestra representativa?
(Es conveniente designar al azar los elementos que la componen o se-
ria preferible una sensata eleccién de los mismos?

Las experiencias que a continuacién se exponen responden a estas pre-
guntas.
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La eleccién de la muestra, ;se la dejamos al azar o procedemos de forma
més concienzuda? Hagamos la pregunta de otra manera: ;No se podria, fa-
cilmente, elegir una serie de elementos que realmente representen a la po-
blacién sin estar sujetos a los caprichos del azar?

La respuesta espontdnea de los alumnos es afirmativa. Casi me atrevo a
decir que cualquiera que no esté algo puesto en estadistica tiende a pensar
que escogiendo con atencién se consigue una muestra mdas acertada que de-
jandolo al azar.

Las siguientes experiencias van encaminadas a probar que las muestras
aleatorias son, casi siempre, mejores que las subjetivas.

Experiencia 4

Objetivo: Comparar muestras obtenidas subjetivamente con muestras alea-
torias.

Fase primera: Se forma la poblacién y se obtienen muestras por métodos
subjetivos. '

1. Pidase a los alumnos que cada uno lleve a clase varios trozos de ca-
ble o cuerda de las longitudes que quieran (se les puede decir “entre
5cmy 10 m”). Al dia siguiente se dispondrd de una buena cantidad de
trozos (entre 150 y 300) con longitudes muy variadas.

2. Se exponen los N trozos y se numeran de 1 a N.

3. Cada alumno escoge, tras estudiar atentamente la poblacién, una o
mas muestras de tamafos, 10, 20, 30, 40 6 50, anotando los nidmeros
de los elementos en un papel.

Cada muestra se selecciona procurando que la media de sus ele-
mentos sea lo mas parecida posible a la media de la poblacién.

4. Se miden los N trozos y se anotan sus medidas en la pizarra.

Se calcula la media X de la poblacién, las medias X; de las muestras
seleccionadas por los alumnos y la diferencia | X;,—X | , error cometi-
do, para cada muestra.

Fase segunda: Obtencién de muestras aleatorias y comparacién con las
anteriores.

6. Se seleccionan, aleatoriamente, 10 muestras de cada uno de los tama-
fios siguientes: 10, 20, 30, 40, 50.

7. Se calculan sus medias X;, y sus errores | X;~X | .

8. Se compara el error de cada muestra obtenida por los alumnos con
cada uno de los errores de las diez muestras aleatorias de su mismo
tamano.
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La estadistica...

Observaciones

‘ Er} la fase 3 no deben hablar unos con otros. Cada cual debe seguir su
criterio para escoger la muestra “ideal”.

Procirese que algunos de los alumnos (de 4 a 6) escojan varias muestras
cada uno. Unos, todas de 10 6 de 20; otros, una de cada tipo.

_I:,os cdlculos de medias los haran los propios alumnos, en grupos de a dos,
valiéndose de calculadoras.

Para la obtencién de muestras aleatorias pueden usarse: una urna con

papeles numerados de 1 a N; tablas de ndmeros aleatorios; calculadora con
tecla RDN.

Todo el experimento se simplifica notablemente si se posee un micro-
ordenador y se lleva preparado un programa adecuado.

Al terminar la fase primera, conviene explicarles a los alumnos en qué
consistird la segunda: obtencién de muestras por sorteo. Opinaran, casi in-
defectiblemente, que éstas serdn peores que las que han seleccionado sesu-
damente.

Resultados

Los resultados, naturalmente, hay que obtenerlos, y cada vez que se haga
la experiencia ver qué pasa. Sin embargo, cabe esperar lo sigyiente (y hasta
ahora, asf ha ocurrido):

Globalmente, las muestras aleatorias son mejores (y mucho mejores) que
las escogidas.

Las muestras aleatorias son claramente mejores cuantos mds elementos
tienen, mientras que las otras, no; entre varias muestras escogidas por una
misma persona, no suelen ser mejores las grandes que las pequeifias.

Las muestras aleatorias tienen su media unas veces por encima, otras por
debajo de la media poblacional. Las medias de las diversas muestras escogi-
das por una misma persona suelen quedar siempre por encima o siempre
por debajo de la media. Se produce un sesgo sistemdtico debido a la aprecia-
cién subjetiva de la poblacién por ese individuo.

Variante

Es similar a la anterior, pero en lugar de trozos de cuerda se toman nu-
meros. Seleccidnense, por ejemplo, 80 nimeros entre 1 y 50; 80 entre 50 y
150; 80 entre 150 y 500; 8 entre 500 y 5.000 Mézclense y ya se tiene la
poblacién de partida. Con ella se pueden hacer las mismas cosas que con
la poblacidén de cables. Los resultados son similares.
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Experiencia 5

Objetivo: Obtener criterios para decidir hasta qué punto una muestra
proporciona informacién sobre una poblacion.

La idea de esta experiencia, asi como la de la “‘pala de muestreo”, estd
tomada de [13] (ver bibliografia).

Esta experiencia, que consta de dos partes, requiere el siguiente material:
— Una gran cantidad de bolas (1.000 blancas y 500 negras) que simula-
rian los aprobados y los suspensos.

— Una caja en la que quepan con holgura 1.000 bolas.

— Una pala de muestreo, que consiste en una tabla con 50 orificios, en
cada uno de los cuales quepa una bola, y repartidos asi:

Introduciéndola en la masa de bolas se obtiene rapidamente una
muestra de 50 (teniendo en cuenta sélo 1, 2, 4, etc., iltimas filas, ob-
tendremos muestras de 5, 10, 20, etc., elementos).

Primera parte: ;Cudl es el tamaiio ideal de la muestra?

Objetivo: Comprobar que cuanto mayor sea la muestra, mis se puede
afinar en la estimacién de la proporcién de bolas negras.
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Férmese una poblacién de 1.000 bolas con el 40 % de negras (600 B, 400 N).

Obténganse 100 muestras de tamafio 5 y andtense los resultados “ndimero
de bolas negras”.

Por ejemplo (los datos que aparecerdn a continuacién los he obtenido .
con un ordenador mediante un programa que simula esta experiencia):

n=>5 N.° de Negras 0 1 2 3 4 5

% de Negras 0 20 40 60 80 100

Cantidad
de muestras 6 | 21 41 21 8 | 3

Obsérvese que el 90 9% de las muestras estdn entre 1 y 4. Es decir, el
90 9% de las muestras presentan proporciones de bolas negras comprendidas
entre el 20 % y el 80 %.

Anélogamente, obtengamos 100 muestras de cada uno de los tamaiios si-
guientes: 10, 20, 30, 40 y 50.

PRor ejemplo (obtenido con ordenador):

n = 10; NedeNegras| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9% de Negras | 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Cantidad
de muestras 1 4 |9 23 29 24 61 4 0 O 0

El 90 % de las muestras tienen proporciones de negras entre 20 y 60 %.
Para los siguientes tamafios obtuve los resultados:

=20 EIl 90 % estin entre el 25 % vy el 60 % de bolas negras.

n= 30 ’” 17 ’” » 134 30 % y e]. 53 % 124 ”” 12
n=— 40 2 121 13 ” " 28,5 % y e]. 50 % ” 2] ”
n= 50 121 121 ’y 134 144 32 % y e]. 50 % 144 13 ”

Podemos llegar a dos conclusiones:

1. Al aumentar n (tamafio de la muestra), la distribucién de las propor-
ciones de las muestras se hace mas estrecha: el intervalo en el cual se en-
cuentran el 90 % de las muestras es cada vez menor.

2. Asicomo los pasosden =5an =10,den = 10an=20yden =20
a n = 30 suponen mejoras ostensibles, no ocurre otro tanto con los pasos
den=230an=40y n=40 a n=50. Por tanto, conjugando la economia
(muestrear es costoso) con la eficacia, decidimos que las muestras ideales
para este caso son las de tamafio 30.
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Segunda parte: ;Qué informacion sobre la poblacién proporciona la muestra?

Objetivo: Dada la composicién de la muestra, obtener un intervalo den-
tro del cual sea muy probable que se encuentre la proporcién de suspensos
en la poblacién.

Acabamos de ver que nuestra muestra de tamafio 20 no es la mds ade-
cuada. Si tuviéramos que volver a muestrear lo harfamos con el tamafio 30.
Pero ya que la tenemos vamos a ver qué informacién nos da. En ella el 40 9%
de los alumnos estidn suspensos. Pasemos este dato a un lenguaje simulado
de bolas blancas y negras:

De una poblacién de composicién ignorada extraemos 20 bolas y ocho de
las cuales (el 40 9%) resultan negras.

(Serfa posible este resultado con una poblacién con el 20 % de bolas ne-
gras? ;Y can el 25 9%7?, etc. Vedmoslo.

Fabrico una poblacién con 800 bolas blancas y 200 negras (P = 20 %).
Extraigo 100 muestras de 20 y dan los siguientes resultados:

P=20%;N.°deNegras|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9..

Cantidad
de muestras

3 4 9 24 24 18 12 4 2 0.

Sélo el 2 % de las muestras tienen ocho bolas negras. Es muy poco pro-
bable que nuestra muestra proceda de esta poblacién.

Andlogamente, para otras proporciones se obtienen los siguientes resul-
tados:

. 10% 4%
P=25%; N°deNegras| 0 1 2 3 4 5 6 7189 10 1l...

Cantidad

de muestras 21 7 10 14 22 21 13 ‘ 613 1 0.

El 8 se encuentra entre el 10 % superior de los resultados, pero no en el
5 % superior.

11% 5%

P=30%; N°deN|0 1 2 3 4 5 6 7 8l9‘10 11 12..
Cantidad
dem. |0 1 3 610 17 23 11 18 |6 | 4 1 O..
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49% 139
P=50%; % de N{...4 5 6 7|8 9 10 11 12 13 14 15 16 17...
Cantidad _ .
de m. .03 11911 15 17 1416 10 3 0 1 O...
5% 119
P=55%; N°deN} ..5 6 7 8| 9 10 11 12 13 14 15 16 17...
Cantidad
de m. ...0 2 31(16]12 15 17 18 11 14 1 1 O...
5%
P=60%; N°deN}]..5678!91011 12 13 1415 16 17 18 19...
Cantidad
de m. ..012217 919141914 6 6 0 1 O0...

Si. sélo estamos dispuestos a aceptar un riesgo del 5 9%, diremos que la
poblacién tiene una proporcién de negras superior al 20 % e inferior al 60 %.

Pero si estamos dispuestos a aceptar un riesgo de error del 11 %, pode-
mos afirmar que la proporcién de negras es

25% <P < 5%

Obsérvese que, a mayor riesgo, més finura en la apreciacién, y viceversa.

NOTA.—"Simulando” a su vez las extracciones de bolas con un micro-
ordenador, estas experiencias se realizan con mucha rapidez y eficacia.

La curva normal y su omnipresencia

Los alumnos que hayan trabajado un poco en estadistica, se han encon-
trado multitud de veces con distribuciones acampanadas: distribuciones de
edades, pesos, notas..., la binominal, distribucién de medias o proporciones
en muestreo...

(Por qué aparecen tanto y tan impensadamente? ;Se puede definir con
alguna precisién este tipo de distribuciones? Si tenemos una distribucién
concreta que parezca ser de este tipo, ;disponemos de algin medio para
decidir si lo es o no?

Las respuestas a estas preguntas deberfamos ser capaces de ponerlas al
alcance de nuestros alumnos.
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La curva normal: una distribucién que aparece por doquier

La descubrié Gauss por primera vez al estudiar la distribucién de medi-
das de una misma magnitud (o, si se prefiere, los errores cometidos al medir
muchas veces una misma cosa).

Su gréfica es la de una curva simétrica y acampanada.

Estd perfectamente definida su expresién matemdtica, pero es complicada.
Por eso hay tablas que ayudan a usarla. Se presenta en muchas ocasiones
y en los casos mas inesperados. Veamos dos casos curiosos:

I. Témese cualquier libro o periédico. En una pdgina cualquiera se se-
leccionan cien o ciento y pico renglones que tengan, al menos, unos 50 ca-
racteres. Cuéntese el niimero de veces que aparece una cierta letra (por
ejemplo, la e) en cada uno de ellos. Se obtendrd una lista de ciento y pico
nimeros. Bien, estos nimeros se distribuirdn (jseguro!) segiin una curva
normal.

II. Constriyase el siguiente aparato (Fig. 7).

Se llama aparato de Galton. Echense por el orificio de arriba unos cien-
tos de perdigones. Si el aparato esta bien construido, la altura que alcanzan
los perdigones en las casillas en las que caen dibujaran la curva normal.

Esto parece trampa, (no? Si no sale la curva normal decimos que el apa-
rato estd mal construido, y se acabd. Lo cierto es que no resulta nada facil
conseguir que funcione correctamente, pues es fundamental que en cada
tope la probabilidad de que el perdigén se vaya a la derecha o a la izquierda
sea la misma: 1/2.
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A
AN
AIale
Aialaia
SiGlalald
AlelalAlale

Figura 7

Veamos cémo se puede hacer lo mismo sin construir el aparato:

Tomamos, imaginariamente, 200 bolas. Para cada una de ellas decidimos,
a cara o cruz, si va hacia la izquierda o hacia la derecha. C—> izquierda;
+ —> derecha. Por ejemplo, obtenemos 93 C, 107 +.

200

0

93 107

Volvemos a hacer lo mismo con las 93 y las 107:

93 107

O N0

49 52
101 55

A O 0

89



PNREM /7

Ahora tenemos tres cantidades: 44, 101 y 55. Volvemos a hacer lo mis-
mo, teniendo en cuenta que las que van a la derecha del 44 se juntan con
las que van a la izquierda del 101 y lo mismo con 101 y 55.

Repitiendo el proceso hasta un total de seis veces, obtendremos las siete
columnas del aparato dibujado antes. Ahora s{ que, con toda certeza, pode-

mos asegurar que el diagrama de barras correspondiente se aproximari a la
normal.

La curva normal aparece siempre que en la variable cuya distribucién se
estudia influyan muchas causas que sumen sus efectos. Asi, la estatura de
una persona depende de infinidad de circunstancias: la herencia paterna, la
materna, la alimentacién, el ejercicio... Por eso las estaturas de las personas
se distribuyen segun la curva normal.

La explicacién de este hecho estd en el siguiente teorema.

Teorema central del limite

Tomemos una poblacién cualquiera. Por ejemplo, la distribucién de re-
sultados al lanzar un dado. Es asi:

1 2 3 4 5 6

Figura 8

Tomemos ahora una muestra de esta poblacién. Por ejemplo, obtenemos
estos 10 elementos al azar: MUESTRA 1= (6, 3, 6, 3, 3,2, 1, 5, 2, 2). Su
media es X; = 3,3. Si repitiéramos este proceso muchas veces, tomando siem-
pre muestras del mismo tamafio, sus medias X, , X; , X; , ..., formarian una
nueva poblacién. Hemos obtenido al azar 200 muestras concretas y sus me-
dias se distribuyen del siguiente modo:

Obsérvese la forma acampanada de la distribucién de medias muestrales,
en contraste con la distribucién uniforme de partida.

El teorema central del limite generaliza este resultado:

Cualquiera que sea la poblacién de partida, la media de las muestras de
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Figura 9

n elementos se distribuyen segun la curva normal con tal de que n sea sufi-
cientemente grande.

En la practica, con n= 30 va es suficiente para que la distribucién de
medias sea muy similar a la normal.

El efecto del teorema central del limite se aprecia incluso con muestras
muy pequefias y con poblaciones de partida muy irregulares. Ya hemos visto
cémo son las medias de muestras extraidas de una poblacién uniforme. Vea-
mos la distribucidn de medias de 100 muestras de tamano 5 en otros tres
tipos de poblaciones.

Es facil llevar al aula esta experiencia. Para simular la poblacién del
tipo a) se introducen 16 papeletas con el numero 1; 5 con el 2; 4 con el 3; ...;
2 con el 5. Una muestra de tamafio 5 se obtiene sacando cinco papeletas con
reemplazamiento. La necesidad de hacerlo con reemplazamiento hace algo
penosa la extraccién de muestras. Si se quieren utilizar bolas y una pala
de muestreo, con lo que la extraccién, de muestras es muchisimo méas rapida,
hay que poner bolas numeradas del 1 al 5 en las proporciones 6, 5, 4, 3, 2,
pero en gran cantidad (por ejemplo, 60, 50, ..., 20) para que la extraccién de
una no altere sensiblemente la proporcién de partida.

Y, desde luego, con un microordenador y un programa adecuado se apre-
cia esta propiedad con una elocuencia extraordinaria, pues se pueden tomar
poblaciones con proporciones muy diversas y muestras de cualquier tamafio
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o

Figura 10

y conseguir que aparezcan en la pantalla, en pocos segundos, la distribucién
de la poblacién y la de las medias muestrales.

Test de normalidad.—Como deciamos al comienzo de este epigrafe, y
como se ha ratificado con el estudio del teorema central del limite, las dis-
tribuciones “parecidas” a la normal se presentan con mucha frecuencia.
(Cémo decidir si los resultados de una muestra pueden llevarnos a la con-

clusién de que la poblacién de partida es normal o no? Para ello estdn los
test de normalidad.

El método grafico, para el que se requiere el “papel probabilistico” o “pa-
pel gausso-aritmético”, resulta muy ficil de aplicar porque en él la funcién
de distribucién de la curva normal se convierte en una recta. Ademds, su
fundamento es perfectamente inteligible para alumnos de quince afos.

Su descripcién puede encontrarse en [5] y [7] de la bibliograffa.
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Un modo asequible de
inictarse en la combinatoria

M." Teresa GONZALEZ MANTEIGA *

Uno de los objetivos fundamentales de la combinatoria es la resolucién de
problemas de recuento como los que enunciamos a continuacién:

1. ¢De cuintas formas distintas se puede elegir delegado, subdelegado
y asesor de un grupo de 40 alumnos?

2. ¢ De cuéntas formas distintas se pueden sentar diez personas en una
fila de diez butacas numeradas?

3. (Cudantas quinielas distintas de 14 partidos se pueden rellenar?
4. ¢ De cudntas fichas consta el juego del doming?

5. ;De cudntas formas se puede elegir una comisiéon de tres personas,
para realizar un trabajo en equipo, de un grupo de 467

6. En una carrera participan cinco corredores, tres del equipo blanco
y dos del equipo naranja, ;cudntas clasificaciones individuales distintas se
pueden dar, si se clasifican los cinco corredores?

7. ¢(Cudntas clasificaciones por equipos distintas se pueden dar en la
carrera del ejercicio anterior?

Para intentar resolver problemas como éstos, es necesario tener bien
claro:

1. Quién es el conjunto A, que ilamareros alfabeto,. con el que se
escriben los resultados.

2.° Cuintos elementos buscamos.

3.° Sien el grupo de k elementos que buscamos es importante el orden.

* Profesora de matemdticas en la Escuela universitaria de Ingenieros Técnicos de
Montes y en el C.E. U.
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4° Si en estos grupos de k elementos han de estar necesariamente todos
los elementos de A.

5° Si en estos grupos de k elementos puede haber alguno repetido.

Teniendo en cuenta esto, los podemos resolver poniendo a funcionar el
organigrama de la pagina siguiente.
e Asi, en el ejemplo nmim. 1

(Quién es el conjunto A? Serd el conjunto formado por los 40 alumnos
de la clase. Por tanto, n = 40.

¢Cudntos elementos buscamos de A? Tres; por tanto, k = 3.

(Importa el orden de estos k elementos? Evidentemente, si, ya que el
primero serd el delegado; el segundo, el subdelegado, y el tercero, el asesor.

(Tienen que estar necesariamente todos los elementos de A en el grupo
buscado? No, ya que buscamos tres y podemos elegirlos entre 40.

(Puede aparecer algiin elemento repetido entre los tres buscados? No, ya
que en este caso no tendriamos tres representantes.

Por tanto, la salida correspondiente a este ejercicio es la nim. 3 del orga-
nigrama y nos indica que el nimero de resultados es V.

o En el ejemplo nim. 2

A={P,P,,Py,P, P, ,P;,P,,P;,P,,Py}, el conjunto formado por las
diez personas, n = 10.

k = 10, pues se van a sentar las diez personas.
Si importa el orden de las diez personas.

Si tienen que estar todos los elementos de A.
No puede repetirse ninglin elemento de A.

La salida en este caso es la niim. 5 y, por tanto, el nimero de resultados
es P, = Vm,m-

o En el ejemplo num. 3

A={1,X,2}, ya que el alfabeto para escribir las quinielas consta de
estos tres simbolos, n = 3.

k = 14, ya que vamos a escribir quinielas de 14 partidos y, por tanto, bus-
camos 14 resultados. Ejemplo:

1,X,1,X,1,1,1,1,1,1,X,X,1,1 es una quiniela.

Si importa el orden de los 14 elementos.

No tienen que estar necesariamente todos los elementos de A; por ejem-
plo, en la quiniela anterior no aparece el 2.
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Si puede haber algin elemento de A repetido.
La salida en el organigrama es la nim. 4 y, por tanto, el nimero de qui-
nielas distintas es VR; .

e En el ejemplo nim. 4

El alfabeto es ahora: A={0,1,2,3,4,5,6}, si convenimos en que { re-
presenta blanca, I un punto, 2 dos puntos, etc. Luego, n = 7.

k = 2, ya que las fichas de dominé constan de dos casillas. Ejemplo: blan-
ca doble sera 0-0, uno-blanca sera 1-0, cinco-seis es 5-6 y seis doble es 6-6.

No importa el orden de los dos elementos que buscamos, ya que sélo hay
una ficha con un cinco y un seis.

Si puede haber algin elemento de A repetido, ya que existe la ficha tres
doble, e$ 3-3.

La salida correspondiente en el organigrama es la nim. 2 y de ahi que
el nimero de fichas de dominé es CR; ;.

o En el ejemplo num. 5

A es el conjunto formado por las 46 personas, n = 46.

k = 3, pues buscamos tres personas.

No importa el orden de los elementos, pues no se les da cargos distintos.

No puede haber ningiin elemento de A repetido, pues &l equipo no seria
de tres personas.

La salida correspondiente es la nim. 1 y el nimero de resultados posibles
es Cy s

o En el ejemplo nim. 6

A ={B,,B;,B;,N,,N;}, indicando el color de la camiseta, blanca o na-
ranja, y el niimero de dorsal de cada corredor, I, 2, 3, 4, 5. Es n = 5.

k=35.

Si importa el orden de los cinco corredores.

§i tienen que estar todos en la clasificacion individual.

No puede haber ningiin corredor repetido.

En consecuencia, la salida es la nim. 6 y el ndmero de clasificaciones
individuales es Ps = V.

o En el ejemplo nim. 7

A= {B,N}, pues sblo nos fijamos en los equipos de los ciclistas. Te-
nemos cinco ciclistas, tres del equipo blanco y dos del equipo naranja.
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Buscamos cinco elementos que han de ser necesariamente tres blancos
y dos naranjas.

Si importa el orden de llegada.

Si tienen que estar todos los elementos de A en cada clasificacién por

equipos, ya que tiene que haber en todas ellas tres con camiseta blanca y dos
con camiseta naranja.

St puede haber algin elemento de A repetido, ya que necesariamente tie-
nen que aparecer tres con camiseta blanca y dos con camiseta naranja.

La salida es la nim. 6 y el nimero de clasificaciones por equipos es
PR, permutaciones con repeticién de cinco elementos, de los que tres son
del equipo blanco y dos del equipo naranja.

Como consecuencia, podemos observar que en la primera pregunta del
organigrama: (Importa el orden de los k elementos?, si la respuesta es NO
se trata de combinaciones, y en el caso de que la respuesta sea Sf pueden
ser variaciones o permutaciones. Para distinguirlas hacemos la pregunta:
¢ Tienen que estar todos los elementos de A?, si la respuesta es S se trata
de permutaciones y si la respuesta es NO se trata de variaciones. La ultima
pregunta en todas las salidas sirve para distinguir las combinaciones ordina-
rias de las combinaciones con repeticidn, las variaciones ordinarias de las va-

riaciones con repeticion y las permutaciones ordinarias de las permutaciones
con repeticién.

Es ahora el momento de deducir las férmulas y de formar las variaciones
con y sin repeticidn, las permutaciones ordinarias, las permutaciones con re-
peticion y las combinaciones.

Variaciones con repeticion

Si A={a,a,...,a,} el conjunto de las variaciones con repeticién de
orden k formadas con los elementos de A es el producto cartesiano AxAx ...
.xA = AL,

Ejemplo: si A= {a,b,c} vamos a formar el conjunto de las variacio-
nes con repeticién de orden I, 2 y 3. (Vid. Fig. 1).

Esta representacién se conoce con el nombre de diagrama de arbol.

Observa que el conjunto de las variaciones con repeticién de orden 2 se
forman a partir de las variaciones de orden I (cada uno de los elementos de
A) afiadiendo a su derecha cada uno de los elementos de A; las de orden 3
se forman a partir de las de orden 2 afiadiendo a su derecha cada uno de los
elementos de A, y asi{ sucesivamente.

El nimero de variaciones con repeticién de orden k formadas con los »
elementos del conjunto A lo escribiremos asf: VR -

VR;; =3 ; VR:,;»=3'3=32 H VR:,:::}, 3o s VRS,k=3k
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aaa
aa é aab

- aac

aba

a ab < abb
- abe

aca

~ ac -é ach

ace

baa

ba é bab

bac

bba

b bb bbb
bbc

bca

be < beb

bcc

caa

ca é cab

- cac

cha

¢ cb -< cbb
cbe

cca

cee

Figura 1

Si el conjuntec A tiene n elementos, a partir del diagrama de &rbol se
deduce que:

VRn,l =n, VRn,Z - n:’ ; VRn,g =n! Y eee s VRn,k = nk

siendo k cualquier nimero natural positivo.

Variaciones ordinarias

El conjunto de las variaciones (o0 variaciones ordinarias) de orden k for-
madas con los n elementos del conjunto A es el subconjunto A* formado

por aquellas variaciones en las que no aparece ningin elemento de A re-
petido.

Ejemplo: Si A =1{a,b,c} vamos a formar el conjunto de las variacio-
nes de orden I, 2, 3.

No existen variariones ordinarias de orden superior al nimero de ele-

mentos de A; sin embargo, si existen variaciones con repeticién de orden k,
siendo &k > n.
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ab ——— abc
@ ="

ach

ba ————— bqgc
b<
be —

bca

ca

c<
cb

Figura 2

— cab

cha

Las variaciones ordinarias de orden 2 se obtienen a partir de cada uno
de los elementos de A (variaciones de orden I) afiadiendo a su derecha todos
los elementos de A salvo el que estd escrito; las de orden 3, anadiendo a la
derecha de las de orden 2 cada uno de los elementos de A, salvo los que

forman esa variacién, y asf sucesivamente, hasta llegar a las variaciones de
orden 7 si A tiene n elementos.

El nimero de variaciones (o variaciones ordinarias) de orden & formadas
con los n elementos del conjunto A, lo escribiremos asi: Vo

V!,I = 3 ; ‘/.7,2 = 3.2 ; V_y“g = 3.2.1
Si el conjunto A tiene n elementos, del diagrama del 4rbol obtenemos:
Vap=n ; Vap=n(n—1) ; Vig=n-(n—1)(n-2) ; ;

Vax=n(n-10){(n=2) ... [n—(k—1)} =n(n—-1)(n-2) ... (n—k+1).
Van=n{(n—1)(n-2) ... 321 =n!

!
Vax=nn—1)(n—2) ... (n—k+1)—2

—(———:k—)-’—*, siendo 0 <k=<=nkeN
n— !

Permutaciones ordinarias
Las variaciones ordinarias de orden n formadas con los n elementos del
conjunto A se llaman permutaciones ordinarias de los elementos de A.

Para formar las permutaciones de los 7 elementos de un comjunto A
basta con formar las variaciones ordinarias de orden n.

El nimero de permutaciones ordinarias de los n elementos de un con-
junto A, lo indicaremos por P,.

P.=V,.=n(n-1)(n-2) ...321=n!
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102

Permutaciones con repeticion

Empezaremos con nuestro ejemplo.

En una carrera participan cinco corredores, tres del equipo-blanco y dos

del equipo naranja. ;Cudntas clastficaciones por equipos, distintas, se pue-
den dar?

Suponemos que los corredores del equipo blanco llevan dorsales 1, 2, 3

¥y que los del equipo naranja llevan dorsales 4 y 5. Las distintas clasifica-
ciones por equipos Son:

12230 1°2°324°  1°2°3°4°5°
120
B B B BBBN—DBBBNN
BB<
1e B BN BBNB—BBNBN
~~B BNN—BBNNB
B
B N B BNBB—BNGBBN
~B N B N—B N B N B
B N
BNN——-BNNB—BNN BB
N B B N BBB—NBBBN
~NBBN—NBBNGB
N B
N< NBN——NBNGB—NBNBSEB
NN——NNB N NBB—NNGBGBSB

Hay diez clasificaciones por equipos.

En este caso. el diagrama de arbol no sirve para calcular el nimero de
permutaciones con repeticidn.

El nimero de clasificaciones por equipos de estos cinco corredores, tres
del equipo blanco y dos del equipo naranja lo indicaremos por PR

Por cada una de estas clasificaciones por equipos, si observamos el nimero
del dorsal de cada corredor, obtenemos P,- P, = 3/ -2/ = 12 clasificaciones
individuales diferentes. En efecto, las 12 clasificaciones individuales siguien-
tes corresponden a la misma clasificacion por equipos: BBBNN,

B,B;B:NN; B:B:B;N;:N,
B,B:B;N,N; B,B;B;NsN,
B;B;:B;:NN; B,B,B;N;N,
B;B;B;N,N:; B,B;B/N;N,
B;B,B,N,N; B;B,B;N;N,
B;B;B,NN; B;B,B;N;sN,

Sabemos que el niimero total de clasificaciones individuales es P,=5I=1]20.
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I_:fl. nﬁmero de clasificaciones por equipos, 10, multiplicado por P, - P,=12
clasificaciones individuales, que corresponden a la misma clasificacidon por
equipos, da 120 clasificaciones individuales. Es decir:

PR53'2'P3'PQ=P5
por tanto:

[P
P, P, 321

Anél‘ogamente si fueran nueve corredores, cuatro del equipo blanco, tres
del equipo naranja y dos del equipo azul, el nimero de clasificaciones por
equipo seria:

PRy = . = o
P,-P,-P, 413121

ya que por cada clasificacion por equipos, por ejemplo, BBBBNNNAA, se ob-
tienen P, - P,- P, clasificaciones individuales.

En general el nimero de permutaciones con repeticién de n elementos de
los que A, son iguales a a,, h, son iguales a a;, ,..., h, son iguales a g, y siendo
hy 4+ hy + hs + ... + hy = n viene dado por:

R By by k n!
P N9 TN Mg
" R!-hd .. Rh!
Combinaciones ordinarias
Si A={a,a,..,a, } las combinaciones ordinarias de orden k forma-

das a partir de los n elementos de A son los subconjuntos de A de cardinal k,
esto es, subconjuntos de A que tengan k elementos.

Asi, si A={a,b,c.d} vamos a formar las combinaciones de orden
1, 2y 3:

ab —-< abc
abd
a
ac e————_ acd
ad
b be bed
bd
€ — . cd
d
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Para formar las combinaciones de orden 2, a partir de las de orden I, se
escribe a la derecha de cada uno de los elementos de A todos los que le
siguen en el conjunto A, con el objeto de contar cada subconjunto sélo
una vez,

Como ocurria en el caso de las permutaciones con repeticién, el diagrama
de 4rbol no nos sirve para contar el nimero de combinaciones.

Escribiremos C,, para indicar el nimero de combinaciones de orden k
formadas con los n elementos de un conjunto A.

Teniendo en cuenta que por cada combinacién de orden 3 se obtienen 3/
variaciones ordinarias. Ejemplo:

. abc
ach
b .
ta,b,c) — ¢ bZZ P, = 3! variaciones
cab

' cha

el nimero de combinaciones ordinarias de orden 3 multiplicadas por el nu-

mero de permutaciones de los tres elementos da el nimero de variaciones
ordinarias de orden 3, es decir:

Cos* Py= V.
de donde:
n!
C. .= Vaa _ (31! - n!
P, 3! 3 (n—3)!
Del mismo modo:
Cn,k * Pk =V, [
¥y por tanto:
n!
Coy = Vi _ W _ n!
P, k! k! (n—k)!

Se suele escribir:

A n\_ n! .
Cn,k_(k)—mswndoOékén,keN

Observa que sélo existen combinaciones ordinarias de orden k, siendo
k<n. '
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Combinaciones de repeticién

Empezaremos con nuestro ejemplo:
(De cudntas fichas consta e! juego del dominé?

Convenimos en que 0 representa blanca, I representa un puato, 2 repre-
senta dos puntos, etc.

A=1{0,1,2,3,4,5,6} y las fichas de dominé son:

0-0, 0-1, 0-2, 0-3, 0-4, 0-5, 0-6, 1-1, 1-2, ]-3,

1-2, 1-3, 14, 1-5, 1-6, 2-2, 2.3, 2-4, 2-5,
2-6, 3-3, 3-4, 3-5, 3-6, 4-4, 4-5, 4-6, 5-5, 5-6, 6-6

Para formar las combinaciones de orden 2 se escriben a la derecha de
cada elemento de A, este elemento y los que le siguen en el conjunto A.
Para formar las de orden 3 se escribe a la derecha de cada una de las de
orden 2 el ultimo elemento de esa combinacién de segundo orden y todos
los que le siguen en el conjunto A, y asi sucesivamente.

Por ejemplo, si A ={a,b,c| vamos a formar las combinaciones con
repeticién de orden 7.2 y 3:

a < ab abb
\ abc

ac acc
bb bbb

: bbce

b

bc bee

c cc cce

De nuevo no nos sirve el diagrama de 4rbol para contar el nimero de
combinaciones con repeticién.

El nimero de combinaciones con repeticién de orden k formadas con los
n elementos del conjunto A lo indicaremos asi: CR...

Una forma sencilla de contar el niimero de combinaciones con repeticiop
" de orden 3 formadas con los elementos de A = {a,b,c} podria ser la si-
guiente.

Convenimos en sustituir cada elemento repetido por x o por x, segun
que el elemento repetido sea el primero o el segundo, cuando €stos estan
colocados en orden alfabético si son letras, o en el orden natural si son cifras.

Asi, las combinaciones con repeticién de orden 3 formadas con los ele-
mentos de A = { @, b,c} las sustituimos por:
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aaa —> axx, acc —> acx,
aab — ax,\b bbb — bxx,
aac —> ax.c bbc — bx\c
abb — abx, bcc — bcx,
abc —> abc cCC —> CXiXy

Asi el nimero de combinaciones con repeticién de orden 3 formadas con
los elementos de A = {@,b,c} es igual al nimero de combinaciones ordi-
dinarias de orden 3 formadas con los elementos de B = {a,b,c,x,x }. Es
decir:

5 5! '
CRy3 = Csp9y = Csp = ( 7 = 3121 = 10.

Observamos que el conjunto B est4 formado por los elementos de A y dos

letras auxiliares x;,x, en el caso de las combinaciones con repeticién de
orden 3.

CRn,'.i = Cn+2,3

Para las combinaciones con 1epeticién de orden k necesitaremos (k—1)
letras auxiliares distintas, y asi:

CRo .y = CI-HI(—\),R = ( k

n+k-—1)

En el caso del domind, el nimerc de fichas es:

8 8!
CR7,2=C7+1,2=( 2 )= 576! = 28

&
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El surgimiento historico del
numero irracional como
instrumento diddctico

1. Introduccion

La historia de la Ciencia es una de
las grandes olvidadas en los planes
de estudio, no sélo del Bachillerato,
sino de todos los niveles docentes.

Recientemente han aparecido algu-
nas opiniones! sobre las ventajas
que podria aportar su toma en con-
sideracidn en los programas de B.U.P.
La historia de la Ciencia, adecuada-
mente desarrollada como asignatura,
aportaria a nuestros alumnos impor-
tantisimos aspectos formativos. Ade-
mdas de contribuir a que superaran
esa falsa divisién entre Ciencias y
Humanidades y facilitar la asimila-
cién de ciertos conceptos cientificos,
podria ser utilizada como elemento
desmitificador de las *“verdades ab-
solutas” de la Ciencia, colaborando
asf a una recepcién antidogmatica de
los contenidos de ésta.

No es, sin embargo, el objetivo de

* Profesor agregado de matemdticas en
el I, B. “Alfonso X el Sabio” (Murcia).

! Ver Ldzaro y Garcia Amengual.

Carlos LOPEZ FERNANDEZ *

este trabajo el abogar por la institu-
cionalizacion de la historia de la
Ciencia como asignatura de B.U.P.
Es tal la sobrecarga de los programas
en el actual plan de estudios, que
seria prdcticamente injustificable el
introducir ninguna nueva disciplina
por importante que ésta fuese en la
formacion del alumno. El objetivo es
mucho méds modesto. Se trata de mos-
trar que la historia de la Ciencia, aun-
que no sea impartida como tal, puede
y debe ser utilizada en el desarrollo
académico de las diversas disciplinas
como un elemento pedagégico y for-
mativo mds.

Aceptando la conveniencia de uti-
lizar un enfoque historicista para cier-
tas ideas cientificas, hay una polémi-
ca establecida sobre la forma de lle-
varlo a cabo. A la hora de utilizar
la historia de la Ciencia para la in-
troduccién de un concepto cientifico,
(debe ser consciente el alumno de
que se le estd reproduciendo el sur-
gimiento histdrico de ese concepto o,
por el contrario, debe ocultarsele? En
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otros términos, la historia de la Cien-
cia, puesta a ser utilizada didactica-
mente, ;debe ser manejada implicita
o explicitamente? 2 Muchas son las
razones que podrian darse a favor de
una u otra postura, pero tal vez lo
mds adecuado sea no renunciar a nin-
guna de ellas. La utilizacién de una u
otra debe ir en funcién del objetivo
concreto que se pretenda conseguir.

El presente trabajo ofrece una ex-
periencia, llevada a cabo con alumnos
de 1.° de B. U. P. del L. B. “Alfonso X
el Sabio” (Murcia), sobre cémo utili-
zar en concreto la historia de la Ma-
temdtica para la introduccién de un
concepto matemaético: el nimero irra-
cional. En la experiencia el enfoque
historicista se maneja desde un punto
de vista implicito pero, como se in-
dicard al final, también es posible su
utilizacién explicita.

2. Surgimiento del nimero
irracional: problemas
diddcticos

La entrada en escena del nimero
irracional es bastante similar en todos
los textos de 1.° de B.U.P. Matices
aparte, casi todos los autores siguen
el siguiente esquema:

— Analisis de la biyeccidén existen-
te entre el conjunto Q de los ni-
meros racionales y el conjunto
de las expresiones decimales in-
finitas periddicas.

— Representacién grafica de los
elementos de @ sobre una recta

? Simposio sobre la historia de la Cien-
cia en Ja Ensefianza (Valencia, mayo
1980). Ambas posturas fueron ampliamen-
te debatidas en el coloquio que tuve lu-
gar tras la ponencia presentada por F.
Hernan (Grupo Cero), sobre “Ensefianza
e historia de las Matemadticas en el BUP”.
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graduada mediante una unidad
arbitrariamente elegida. La recta
as{ completada, recta racional,
es inmediatamente aplicada a la
medida de longitudes descono-
cidas.

— Demostraciéon, mediante reduc-
cién al absurdo, de la no perte-
nencia a Q de una expresién de-
cimal infinita. Suele ser escogi-
da la que se ~htiene de calcular

el radical v 2.

— Esa expresién decimal irracio-
nal es a continuacién represen-
tada mediante un punto, en la
recta racional. Asi se hace ver
al alumno la insuficiencia de es-
ta recta para la medida de lon-
gitudes.

— EI proceso suele terminar con la
definicién genérica del conjun-
to R de los nimeros reales y la
representaciéon grafica, median-
te intervalos encajados, de cual-
quiera de sus elementos en la
hasta ahora llamada recta racio-
nal. Esta recta pasa a ser llama-
da real y es ofrecida al alumno
como solucién definitiva al pro-
blema de la medicién y compa-
racién de longitudes.

Este método, impecable desde el
punto de vista matemaético, ofrece al-
gunos inconvenientes diddctico-meto-
dolégicos. Justo al contrario de como
histéricamente sucedié, el alumno
quedara con la idea de que un buen
dia se demostrd la irracionalidad de
v 2; en funcion de ello se construyd
el conjunto R de los nimeros reales
(racionales e irracionales), aplicando-
se posteriormente éste a la medicién
y comparacién de longitudes. Creera
seguramente que el nimero irracio-
nal, en lugar de ser una creacién de
nuestra mente para dar solucién a un
problema concreto, era algo que ya



estaba ah{ antes de que el hombre
pensara en é€l, algo que tenfa poco
menos que vida propia antes de su
descubrimiento. Alguna mente huma-
na lo encontrd, lo desempolvd y lo
presentd a los demds como solucidén
al problema de la medida.

Este ahistoricismo puede ser, a la
larga, negativo para el alumno, pues
a base de repetirselo, tanto en ésta
como en otras cuestiones mateméti-~
cas, le vamos inculcando, tema a te-
*ma y pregunta a pregunta, algo asf
como la existencia de un mundo de
las Ideas Matemdticas (aqui Platén
se apuntarfa un buen tanto), al cual
ciertas mentes privilegiadas tienen ac-
ceso, sblo de cuando en cuando, para
contemplar esas ideas, recogerlas y
traerlas hasta nosotros.

Junto a este inconveniente, el mé-
todo expuesto presenta otro, que no
por tépico es menos cierto. El es-
quema inicial de introduccién del ni-
mero irracional estd preparado para
ser ensefiado de una forma muy con-
creta: explicacién del profesor en la
pizarra y toma de apuntes por parte
del alumno. Se condena asi a éste,
una vez mas, a ser un mero elemento
pasivo-receptor de unos conocimien-
tos previamente elaborados.

Los inconvenientes antes expuestos
pueden obviarse en buena parte, al
menos en este punto concreto del pro-
grama, si el método tradicional es re-
forzado (que no linealmente sustitui-
do) con un planteamiento mds histo-
ricista del problema. Si el ndmero
irracional surgié como una necesidad
precisa para poder comparar longitu-
des y no al revés 3, ;por qué no ha-

' La prueba sobre la in¢omensurabili-
dad diagonal-lado fue aportada por la es-

cer que el alumno compare, con sus
propias manos, longitudes y vea que
para ello no le es suficiente con el
nimero racional?, ;por qué no dejar-
le planteado este problema el dia an-
tes de iniciar el tema primero de los
dedicados a numeros reales, y hacer-
le ver unas clases mds tarde que con
los “nuevos” nimeros que ha intro-
ducido en esos temas s{ puede resol-
verlo? En otras palabras, ;por qué
no recurrir a plantearle al alumno el
problema en los mismos términos en
que los pitagdricos se toparon con é17

Es evidente que este enfoque histé-
rico no es ninguna panacea didactica,
pero tiene sus ventajas. No evita el te-
ner que reproducir el esquema tradi-
cional, pero si refuerza y rectifica a
éste en unas direcciones muy concre-
tas: acorta algo su exposicién ulte-
rior, hace que el alumno tome parte
activa en el tema y, probablemente,
le muestra con mas claridad que nin-
gin otro la necesidad de ampliar Q.

Esbozada ya la utilidad de plantear
el problema del surgimiento de los
numeros irracionales en unos térmi-
nos historicistas, pasamos a ver c6mo
fue llevado esto a la prictica en una
clase de 1.° B.U.P.*

cuela pitagdérica (s.V,a.d.c.), en tanto
que el primer intento de elevar el cocien-
te entre diagonal y lado a la categoria
de nimero no se da hasta Eudoxo (si-
glo v a. d.C.).

* En su aspecto tedrico esta experien-
cia fue esbozada y debatida en la III Es-
cuela de Verano de la Regién Murcia-
na, junto con otras similares dedicadas
todas ellas a la aplicacién diddctica de la
historia de la Ciencia. El equipo de tra-
bajo, dirigido por el profesor P. Marset
(Universidad de Murcia), lo componian
M. Valera, M. A. Iniesta y el firmante.

El ndmero irracional
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3. Desarrollo
de la experiencia

La clase comenzé motivando al
alumno sobre la utilidad préctica que
la comparacién de longitudes ha teni-
do en cualquier época histérica. Mu-
chos son los ejemplos que se le pue-
den ofrecer en este sentido; citare-
mos s6lo uno. Dibujando en la pizarra
dos segmentos A y B, con A > B,
puede suponerse que fueran las uni-
dades de longitud de dos naciones
antiguas distintas. Es evidente que
para poder entenderse en ciertos in-
tercambios comerciales les serfa im-
prescindible el establecer la propor-
cion que guardan entre si las longi-
tudes de ambos segmentos, es decir,
tendriamos que comparar éstas.

En algunos casos la comparacién
serd elemental, esto ocurrird cuando
A contenga un numero exacto de ve-
ces a B. Si es n este numero, la com-

paracién la expresariamos diciendo:
la longitud A es a la longitud B como
nesal

Naturalmente, esto sdlo sucederd
en contadas ocasiones. Lo normal se-
ra que no se cumpla la condicién ex-
presada en el pdrrafo anterior. Enton-
ces la cosa se complica y el encontrar
la relacién de comparacién requiere
métodos més generales. Abordémos-
los.

Una vez dibujados en la pizarra dos
segmentos cuyas longitudes no guar-
daban una relacién de proporcionali-
dad evidente, se propuso a los alum-
nos el siguiente método para encon-
trarfa (ver fig. 1).

Manejando como dnico instrumen-
to para las traslaciones las esquinas
de un folio en blanco, trasladar el
segmento B sobre el A, determinan-
do asi el segmento sobrante, C, el
cual se trasladard a la derecha de B.
Tendremos entonces:

!
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Figura 1




E! nimero irracional

A=B+C [1]

A continuacién se traslada el seg-
mento C sobre el B. Como la-longi-
tud sobrante es claramente mayor
que C, éste se traslada hacia arriba
las veces necesarias hasta que la lon-
gitud sobrante no exceda la del seg-
mento C. Segin se desprende de la
figura:

B =3C+D 2]

Procediendo de forma aniloga, se
traslada D a la dcrecha de C y vuelve
a llevarse ahora D sobre C, resultan-
do en este caso una comparacién
exacta, ya que, segin se desprende
de la gréfica, C es doble que D. En-
tonces:

C=2D 131

Una vez obtenida una comparacién
exacta, es elemental el obtener la re-
lacién de proporcionalidad a partir de

(11 [21'y [3].

Bastaria con hacer:

A=B+C [1]
B=3C+D 121
C=2D 131

de donde
B=7D y A=9D

Luego A esa B como 9 es a 7. Las
longitudes ya estdn comparadas. Pre-
guntados los alumnos sobre si este
método seria valido para la compara-
cién de dos longitudes cualesquiera,
la respuesta fue ostentosamente afir-
mativa. Consideraron, al inquirirles el
porqué, que deberfa ser una mera
cuestidon de paciencia el encontrar la
relacién a través de la comparacién
relativa de las longitudes sobrantes.

Al objeto de que comenzaran ya a
tomar parte activa en la clase se les
propuso que ellos mismos desarrolla-
ran, en ese momento y segun la téc-
nica explicada, dos ejemplos practi-
cos de comparacién de longitudes.

En el primer ejemplo se les entre-
g6 como tnico material una hoja foto-
copiada con la grafica que puede ver-
se en la figura 2.

Naturalmente, A y B eran las lon-
gitudes a comparar. Las lineas auxi-
liares situadas a la derecha de ambos
podian ser utilizadas para trasladar
los segmentos sobrantes (C, D, etc.),
evitando de esta forma el uso de es-
cuadra y cartabén. Las traslaciones
sucesivas las iban haciendo, al igual
que en el ejemplo desarrollado en la
pizarra, mediante la simple utiliza-
cién de las esquinas de un folio en
blanco.

Este primer ejemplo habia sido pre-
viamente preparado de forma que am-
bas longitudes guardaban una relacién
sencilla, aunque no visible a simple
vista. Como fdcilmente podfa deter-
minarse con la técnica antes expuesta,
la relacién era: A es a B como 5 es
a 3. Este resultado fue encontrado en
apenas cinco minutos por la totalidad
de la clase. La unanimidad fue ab-
soluta.

Se pasé entonces al segundo ejem-
plo. En ese momento la confianza de
los alumnos en la infalibilidad del mé-
todo de comparaciones sucesivas era
practicamente total. Una nueva com-
paracién (ver fig. 3) les fue propuesta.

Segiin podfan comprobar antes de
empezar, A correspondia a la longi-
tud de la diagonal del cuadrado y B
a la del lado. Comenzado el ejerci-
cio, y conforme iban reproduciendo
los pasos dados en ejemplos anterio-
res, el desconcierto comenzé a cun-
dir. Mientras unos con sélo dos o
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Figura 2

Figura 3
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tres traslaciones ya habfan llegado a
un resultado, otros iban ya por la
quinta o sexta y auin no conseguian
llegar a la comparacién exacta que
les permitiera cortar el proceso. Fi-
nalmente, todos los alumnos, salvo
seis, llegaron a un resultado concre-
to. Recogidas las hojas, se fueron ano-
tando en la pizarra las proporciones
de longitud obtenidas. Ante la extra-
fieza general observaron cémo donde
antes se habia dado unanimidad ab-
soluta, ahora aparecfan hasta un total
de doce resultados distintos (total-
mente dispares ademds; ej.: 13/5,
40/27, 8/7,7/5, etc.), sobre un conjun-
to de veintisiete alumnos que llegaron
a una solucién concreta.

Aun con la evidencia del fracaso en
el segundo ejemplo, fue recibida con
incredulidad la afirmacién del profe-
sor de que esa enorme discrepancia
de resultados era debida a que la re-
lacién de proporcionalidad entre las
longitudes de la diagonal y el lado
no era posible encontrarla mientras
s6lo manejaran numeros racionales.
Si individualmente la habian creido
encontrar era porque, debido a las li-
mitaciones de sus sentidos, en un mo-
mento dado del proceso crefan haber
llegado a una comparacién exacta que
rigurosamente no lo era.

La demostracién matemadtica sobre
la imposibilidad de encontrar la rela-
cién de proporcionalidad diagonal-la-
do, expuesta a continuacién en la
pizarra, fue seguida con auténtica ex-
pectacién. Como es sabido, dicha de-
mostracién puede ser efectuada de di-
versas maneras. En este caso, y dado
que atn no se habia hablado para na-
da de fracciones generatrices ni de
expresiones decimales infinitas, se
efectudé de la siguiente forma >:

5 Ver Newman, R.
Naturalmente, al reproducir la demos-

— Conocimientos previos: Par X
X par = par; impar X impar =
= impar.

Hipdtesis de partida: Acepte-
mos que ha sido posible el com-
parar la diagonal y el lado,
siendo p/q la relacién de pro-
porcionalidad obtenida, en la
cual p y g son enteros primos
entre si.

Demostracién: si es cierta la hi-
potesis, podriamos considerar p
y g como las longitudes de la
diagonal y el lado, respectiva-
mente. Como teorema de Pita-
goras p? = 2¢g? valdria el si-
guiente razonamiento:

p?=2¢2=>p? es par =>p‘p
es par = p es par.

Claro que, si p es par, entonces
tendriamos que p = 2r, y

p=2r=pP=4r =322 =42=
= q*=2r2=q? es par=>q-q €S
par => q es par.

Como dos nuimeros pares no pue-
den ser primos entre si, hay que con-
siderar falsa la hipétesis de partida y
dar por demostrado el hecho de que
no es posible encontrar la relacién
diagonal-lado.

El ndmero irraci

onal

El problema de encontrar esta re- -

lacién quedaba entonces, al menos de
momento, sin solucién. Finalmente, se
les anuncié a los alumnos que, en los
temas del programa a desarrollar en
difas sucesivos, serian introducidos

unos nuevos numeros, llamados irra-

cionales, los cuales nos permitirian
dar solucién cumplida al problema
planteado.

tracién tal y como lo hacia la escuela m
tagdrica, se han utilizado los simbolos al-
gebraicos modernos.
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4. Conclusiones

Segin se desprende del desarrollo
de la experiencia, han sido cubiertos
varios objetivos. A saber:

a) El alumno ha participado acti-
vamente en la clase.

b) El alumno adquiere conciencia
de que hay un problema concreto, que
puede tener una proyeccioén practica,
imposible de solucionar en tanto sélo
maneje el campo numérico Q.

¢) El alumno recibird a continua-
cién una serie de clases sobre la cons-
truccién y posterior tratamiento ted-
rico del conjunto R. Se le habra he-
cho ir entonces de un problema con-
creto a una teorfa construida inicial-
mente ad hoc para resolverlo. No obs-
tante, podran observar cémo dicha
teoria alcanza posteriormente desarro-
llos auténomos, los cuales desbordan
y arrinconan al problema inicial que
la produjo. A su vez, observardn cémo
més adelante pueden aplicar unos de-
sarrollos a problemas préicticos. ;No
se le ha hecho recorrer, de esta for-
ma, el proceso generador de la Mate-
matica?

d) El alumno, sin saberlo, habri
reproducido la aparicién del nimero
irracional tal y como histéricamente

se produjo. Ha vivido la historia de .

la Matemdtica como un elemento
mas dentro del aprendizaje de ésta.

Dejando ya aparte las conclusiones
concretas de esta experiencia, debe
desprenderse de todo lo expuesto que
la utilizacién de la historia de la Cien-
cia como elemento didactico es un
apoyo nada desdefable.

¢Quiere esto decir que hemos de ir
a una reelaboracion de los programas
de B. U. P., para poder abordar todos
los conceptos matemadticos desde un
punto de vista histérico? Tajantemen-
te, no. Esto serfa no sélo disparatada-
mente ambicioso, sino, en muchos
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casos, diddcticamente desastroso. Es
innegable que ciertos conceptos ma-
temdticos, enfocados desde el punto
de vista de su surgimiento histérico,
no harfan sino complicar e incluso
distorsionar las ideas expuestas. Pero
igual de innegable es que en ciertos
puntos de los programas de B.U.P.,
el enfoque histérico si puede ser ex-
tremadamente positivo.

La experiencia que hemos referido
ha tomado a la historia como varia-
ble implicita. No obstante, y preci-
samente este mismo tema, puede ser
desarrollado mediante enfoque histd-
rico explicito. Terminaremos indican-
do que también asi ha sido utilizado,
concretamente como complemento a
las explicaciones de la profesora de
Filosofia (C.0.U.), en torno a la cri-
sis del sistema filoséfico pitagérico.
Los alumnos, con las correcciones de
planteamiento adecuadas, reproduje-
ron el problema de la comparacién
diagonal-lado como una de las claves
de dicha crisis.
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Dificultades en la resolucién
de problemas

Andlisis de una experiencia

M.’ Dolores DE PRADA VICENTE "

Es denominador comin en la ensehanza de las matematicas, el hecho de
que los alumnos no saben resolver problemas y aun los mds aventajados
fracasan en algunos tipos de ellos cuya solucién puede lograrse en el marco
de los conocimientos que poseen.

(A qué se debe esta dificultad? ;Cémo poder subsanarla?

Cuando conozcamos por qué un determinado problema es dificil para
nueStros alumnos, cuando averigilemos qué sucede en su actividad mental
y por qué en algunos casos son incapaces de resolver los problemas por si
mismos, tendremos la posibilidad de elaborar una metodologia que prevenga
la aparicién de defectos en el proceso y sefiale qué linea puede llevarles con
mas probabilidad al éxito en la resolucién.

Esta afirmacién, que parece idealista e inasequible, tendrfa sentido en el
marco de una investigacion did4ctica seria sobre lo que sucede en la mente
del alumno durante el proceso de resolucién de problemas. Pero el proceso
y la actividad mental son dificiles de conocer, evaluar e interpretar y arries-
gado sacar conclusiones que permitan generalizar resultados. Consciente de
estas dificultades y de sus limitaciones, me he aventurado, en la realizacién
de una experiencia que pretende timidamente y sin ambiciones generalizado-
ras, irnos introduciendo en el dmbito del discurso matemético de nuestros
alumnos, para elaborar una metodologia mis adecuada a sus necesidades de
aprendizaje en esta materia.

Andlisis de la experiencia

La experiencia consistié en la seleccién de una serie de 20 problemas!
y estudio de las soluciones dadas por 150 alumnos.

* Catedrdtica de matemdticas. Inspectora de Bachillerato del Estado.
' Los enunciados se presentan al final de este articulo.
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Los alumnos pertenecfan a cuatro grupos de 2.° de Bachillerato y uno
de C.0.U. Todos ellos pertenecientes al mismo centro de Madrid. La bgse
cultural de estos grupos era alta. Procedentes en su mayorfa de clase social
media alta. El nivel medio de conocimientos en Matemdticas era de 6.

El mérodo utilizado fue el del experimento individual, pues de esta forma
es mds factible vigilar el proceso e intuir cudles son los condicionantes de
determinada actividad mental de los alumnos y captar los mecanismos ocul-
tos que condicionan el resultado, y ademds, segiin Fox, “Si nos enteramos
de ¢omo interaccionan determinados procesos en algunos individuos, es pro-
bable que lleguemos a saber mds sobre esos procesos en abstracto y, a la larga,
podremos aprender todo cuanto necesitemos sobre ello” 2.

Los problemas se seleccionaron de acuerdo con las hipdtesis de nuestro
trabajo y con el fin de detectar las dificultades en la actividad mental que

“condicionan el éxito en la busqueda de la solucién correcta.

La experiencia se realiz6 en cuatro fases:

1. Formulacién de hipdtesis y seleccidén de los problemas.
2. Aplicacién.

3. Evaluacién y codificacién.

4

Interpretacién de resultados y conclusiones.

Algunos presupuestos previos

La formacién en los alumnos de métodos generales de actividad mental
constituye una importante misién de la docencia.

De los experimentos de Dunker y de la caracterizacién del raciocinio que
nos ofrece V. N. Puchkin, se deduce, segtn afirma Landa, que: “Podré en-
sefiarse a un alumno la resolucién de tantos problemas concretos como se
quiera, pero si no se ha creado en é! un método general para enfocarlos, unos
medios generales para analizarlos, el alumno no aprenderd a resolver proble-
mas por sf mismo. En semejantes circunstancias, la ensefianza no serd pro-
gresiva, pues los conocimientos y hdbitos creados, asi como la experiencia
pasada, no podrédn ser utilizados con relacién a un material nuevo” 3.

Segun los psicélogos del aprendizaje (Ausubel, Bernstein, Landa), durante
el proceso de resolucién de los problemas se producen correlaciones entre
los conocimientos de primer género que aporta el problema (datos) y las
acciones que realiza el alumno con dichos datos. El conocimiento de los
datos del problema actualiza las acciones de andlisis de estos datos descu-
briendo relaciones que actualizan nuevos conocimientos: conocimientos de
segundo género (axiomas, definiciones, teoremas). Estos conocimientos ac-
tualizan a su vez nuevas acciones y asi hasta llegar a la solucién.

? V. Fox: El proceso de investigacion en la Educacion. EUNSA, Pamplona.

’.“La cil?ernética y algunos’'caminos para la racionalizacién de la ensefianza”. Aca-
demia de Ciencias de la URSS, Mosci, 1962,
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El paso de unos conocimientos a otros y la correlacién entre conocimien-

tos y acciones no siempre se llevard a cabo (aunque pueda realizarse espon-
tdneamente) si no se produce:

1. La generalizacién de los conocimientos.

2. La generalizacion de las técnicas.

3. La actualizacién de los conocimientos y las técnicas.
4

. El establecimiento de relaciones entre los conocimientos de primero
y de segundo género.

Por generalizacién de conocimientos se entiende la transferencia de ideas
y conceptos de unas situaciones a otras. Si no se da la transferencia no se
produce el aprendizaje, no se elabora ese principio de orden superior no con-
tenido en la experiencia pero que permite al alumno llegar a la solucién y ge-

neralizar a toda una categoria de situaciones que plantean los problemas del
mismo tipo.

La generalizacién de conocimientos supone en el alumno la habilidad para
aplicar un conocimiento adquirido a todas las situaciones en las que es
posible, aunque éstas estén enmascaradas. Por ejemplo: si se trata de cono-
cimientos relativos a las propiedades de la proporcionalidad, éstos han de
saber aplicarse en todas las situaciones en que se trabaje con magnitudes
proporcionales, sea con numeros, segmentos u otros objetos.

Lo mismo que con los conocimientos, el alumno ha de saber hacer la
transferencia de la utilizacién de una técnica (de asociacidn, operacional, etc.)
de una situacidn a otra en la que esa técnica sea aplicable.

La actualizacién de los conocimientos y las técnicas supone la capacidad
para traer a la mente en el momento de la resolucién de un problema todos
los conocimientos (axiomas, definiciones, propiedades, relaciones, etc.) que

hacen referencia a los datos y todas las técnicas que pueden aplicarse a esos
datos.

La experimentacién ha demostrado que las propiedades que primero vie-
nen a la mente suelen ser las que se utilizan con mayor frecuencia. Gracias
a su aplicacién reiterada las conexiones nerviosas que sirven de base a la
actualizacién de estas propiedades tienen mayor solidez. De ahi que al re-
solver un problema, estas propiedades acuden en primer lugar, los alumnos
se limitan a practicar un andlisis unilateral, el facilitado por las conexiones
mds frecuentes, y con ello el problema resulta inalcanzable.

Muchos de los profesores afianzan este enfoque unilateral al seleccionar
los problemas que proponen a sus alumnos. Un andlisis de los cuadernos
de éstos permite advertir que sus profesores plantean mayoritariamente ejer-
cicios de aplicacién y de automatizaciéon y lo mismo sucede con los libros
de texto; y casi nunca se plantean problemas abiertos que no estén sujetos
a un algoritmo para su resolucién.

Hasta aquf se ha hecho un sucinto andlisis de las dificultades en cuanto
a la elaboracién de las operaciones mentales necesarias para ‘la resolucién de
un problema, sin embargo no son éstas las unicas causas del fracaso; los com-
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plejos factores que intervienen en el aprendizaje nos impiden analizarlos to-
dos, y no podemos pasar por alto dos pilares que hay que afianzar: la moti-
vacion y la comprensién del problema.

La alegria, fruto de la resolucién de un problema, del encuentro con la
verdad, puede ser un elemento autosatisfactorio del esfuerzo realizado, pero
no siempre funciona como elemento motivador que venza la pasividad ante
un trabajo intelectual que se presenta como arduo. ;Qué otros factores
pueden motivar a querer resolver un problema? Seguramente hay muchos,
y sin duda uno de ellos es su presentacién: la forma en que esté redactado,
el interés que suscite, la inteligibilidad que presente, la aplicabilidad que en
€l se vea, la curiosidad que despierte.

Polya, en su libro Cémo resolver un problema, afirma que es necesario:
comprender el problema, concebir un plan, ejecutar el plan y examinar la
soluciéy encontrada.

Comprender el problema es, primeramente, saber leer el problema y en-
tender su significado; después, construir mentalmente el enunciado, retenien-
do los datos en el campo de la conciencia, distiguiendo lo conocido y lo des-
conocido.

Algin lector puede pensar en la obviedad de muchas de estas afirmacio-
nes. No se trata de ofrecer ningiin descubrimiento sensacional sino de llamar
la atencién sobre datos fundamentales cuyo olvido estd en la raiz de las difi-
cultades que muchas veces encontramos para hacer frente a las necesidades
concretas de nuestros alumnos.

Formulacién de hipétesis y seleccion de los problemas

Partiendo de los presupuestos previos, de la experiencia personal, del
examen de los cuadernos de trabajo de los alumnos y de los libros de texto,
hemos llegado a la formulacién de las siguientes hipétesis de trabajo:

H,. El hecho de resolver muchos problemas no lleva espontineamente

al alumno a la elaboracién de un método general de resolucién de
problemas.

H,. Para llegar a la solucién de un problema es necesaria, en primer tér-
mino, una motivacién, y uno de los factores que inciden en la mo-
tivacién es la forma en que esté redactado el problema, el interés
que suscite, la inteligibilidad que presente.

H,. La variabilidad en la eleccién de tipo y forma del problema es un

factor inherente a la construccién del método general de resolucién
de problemas.

H,. Los defectos en la actividad mental que impideh que los alumnos
acaben con éxito la resolucién de un problema son:

— La no transferencia de ideas y conceptos de unas situaciones a
otras.
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— La no generalizacién de las técnicas.
— La no actualizacién de los conocimientos y de las técnicas.

— La falta de relaciones entre los conocimientos que aportan los
datos y la actualizacién de otros conocimientos asociados a ellos.

. De acuerdo con estas hipétesis se seleccionaron los problemas. Nueve de
d1ch.o.s problemas (nums. 1, 5, 6, 15, 16, 19, 20) eran variantes de problemas
familiares al alumno y que éste habfa resuelto con otra redaccién. Hipétesis 1.

Un mismo problema (nims. 7 y 8) se redacté de dos maneras distintas

(una, mucho més atractiva que la otra, pero mas larga y menos directa). Hi-
potesis 2.

Se seleccionaron siete problemas (ndms. 5, 6, 8, 13, 14, 15, 19) que expre-
saban situaciones reales, y seis de investigacién abierta. Estos son los que
no contienen en su formulacién la estrategia para resolverlos y por ello propi-
cian procesos de razonamiento divergente (ndms. 8, 9, 10, 12, 14, 17).

Se propusieron problemas de cuatro categorias distintas: de reconoci-

miento, de aplicacién, de investigacién abierta y de situaciones reales. Hi-
pétesis 3.

Se le pidié al alumno que en todos los problemas contestara a una serie
de preguntas para seguir su proceso mental, que describiera en lo posible
este proceso con sus explicaciones y en caso de no poder continuar la reso-
lucién explicara por qué. Hipdtesis 4.

Aplicacién

Se presentaron los problemas en varias sesiones y se les dio la posibili-
dad de eleccién entre los problemas que se propusieron en cada sesion, por
ello no todos hicieron todos los problemas. En cuanto a los de investigacién
abierta se les permitié que los resolvieran utilizando todo tipo de apuntes,
libros y material.

Salvo los problemas 2 y 4, por su especificidad, los restantes se propu-
sieron en la misma redaccién a los alumnos de 2° y de C.O.U.

Se plantearon una serie de preguntas que todos los alumnos debfan con-
testar a fin de poder detectar en lo posible en qué fase del proceso se habia
interrumpido la actividad de resolucién. Las preguntas fueron las siguientes:

1. ;Qué es lo que el problema pregunta?

2. (Qué se debe contestar?

3. ¢;Qué relaciones entre los datos pueden ayudarte a encontrar la solu-
cién?

4, ;Qué otros conocimientos (definiciones, propiedades, relaciones) o téc-
nicas necesitas?

5. (Qué operaciones o-férmulas debes emplear?

6. Haz un grafico o esquema del problema.
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7. Calcula la solucién.
8. Explica o enjuicia la solucién encontrada.

9. (Para qué puede servirte haber resuelto este problema?

Evaluacion y codificacién

Se establecen tres categorfas —bien, resuelto en parte, mal—, adjudican-
do porcentajes a cada una de ellas.

El aspecto cualitativo de la evaluacidn se lleva a cabo recogiendo las res-
puestas a las preguntas escritas y orales de los alumnos, y las observa-
ciones del evaluador a partir de los fallos detectados en la resolucién. Esto
es lo que ha permitido hacer la interpretacién de los resultados.

En la correccién se detecté ambigiiedad en la redaccién del problema nu-
mero 3. Algunos alumnos entendieron el producto referido a los polino-
mios q(x) y r(x) y otros lo entendieron referido a cada uno de ellos. Por ello
se opté por no calificar dicho problema.

CODIFICACION
SEGUNDO C.0.U.
Numero Fr. % Fr. %
B R M| T|B R M|B R M| T T|B R M

1 23 49 | 72 | 32 68

2 8 17 | 35 22 78
3 AMBIGUO

4 1 10 24 {35} 3 8 69
5 2 15 55 | 72| 3 20 76

6 ' 35 | 35 100
7 28 | 36 22 78 5 30 | 35 14 86
8 8 11 78 [ 97 | 8 11 80 | 10 21 | 31| 32 67
9 38 | 38 100 35 | 35 100
10 30 7 | 37 81 9

11 1 20 14 | 35| 2 57 31
12 4 15 50 | 69 | 6 22 72

13 1 3 68 | 72| 1 4 95

14 21 27 | 48 | 43 57 | 17 13 | 30 | 56 44
15 24 12 15 | 51 | 47 23 29 {14 7 17 | 38| 36 18 44
16 1122 39 | 72 | 15 30 54

17 335 | 38 7 93

18 7 8 12 | 27 ) 25 29 44
19

20 17 18 | 35 48 52
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Interpretacién de los resultados

' La base para la interpretacién de los resultados han sido las puntualiza-
ciones de los alurr}nos a su propio proceso, las contestaciones a las pregun-
tas y las observaciones del evaluador ante los fallos detectados.

Presentamos algunas de las justificaciones de los fallos.

Problema nim. 1

“4/x + 5x2 + 2 si es polinomio porque 4/x es un nimero racional.”

“4/x + 5x% + 2 si es un polinomio porque es una sucesién de elementos

de 0 en la que son nulos todos los términos a partir del
grado 3.°”

“4/x + 5x2 4+ 2 si es polinomio porque es una divisién.”

“4/x + 5x2 + 2 si es polinomio porque es la divisién de la incdgnita por
un numero racional.”

“5 no es polinomio porque es un monomio.”
“5 no es polinomio, le falta la incégnita.”
“5 no es polinomio por no tener indeterminada.”

“5 no es polinomio porque los polinomios constan de una incégnita con
un coeficiente.”

Como se ve, no han actualizado los conocimientos y no ha habido trans-
ferencia de aprendizaje, puesto que la definicién de polinomio la saben apli-
car bien en unos casos y en otros mal. No han sabido captar el concepto,
aunque sepan de memoria la definicidn.

Problema ném. 2

“Necesito saber que es a.”
“Me desorienta ese a.”

“No sé lo que significa el entorno N, (L) ni qué tienen que ver s ¢
a—s<<x<a con f(x)eN(L).”

“L tiene que ser la mitad del ndmero de elementos del conjunto imagen
de la funcién f(x).”

“No sé lo que quiere decir N..”

“No puedo hacerlo, pues no recuerdo el concepto de entorno ni lo que
significa la letra @ que aparece en el enunciado.”

Hay una falta de identificacién en el lenguaje. Tampoco ha habido trans-
ferencia, puesto que saben utilizar la &, pero se desconc1ertgn c;uando en
el mismo contexto se usa otro lenguaje. No ha habido generalizacién.
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Problema ndm. 4

“Necesito la ecuacién de las asintotas de una hipérbola.”
“No me acuerdo qué es una discontinuidad asintética.”
“Esto debe ser por el cuento de la vieja.”

Hay una falta de actualizacién de los conocimientos, no recuerdan la
teoria y como es un ejercicio algoritmico no lo pueden resolver.

Problema nim. 5

No comprenden el problema.
En general no saben plantear las ecuaciones, les sobran incdgnitas.
Dicen que les faltan datos.

Dicen que les hace falta saber cudnto es lo que la segunda se lleva mas
que la primera.

Un alumno lo plantea y llega a encontrar que a + b == 100 y se da cuenta
que estd mal planteado y no sigue.

Estos fallos indican que no saben hacer la traduccién de un lenguaje a
otro, les desorienta este lenguaje, quizd el que les proponemos en los pro-
blemas de ecuaciones es mds directo.

Problema niim. 6

“No lo sé, porque no sé cémo construir un embudo a partir de un circulo
i porq
con o sin sector.”

Hallan mal el radio del cono en funcién de la longitud del circulo de ho-
jalata.

Derivan la altura del cono sin darse cuenta que estd en relacién con lo
que se ha cortado.

No conocen la férmula del volumen del cono.

“No sé cémo debe ser que el volumen sea maximo ni cémo relacionarlo
después con la superficie del cono.”

En este caso, los fallos son debidos a deficiencias en los conocimientos
y en las operaciones mentales (no saben relacionar el radio del cono con el
circulo de hojalata, ni la altura con la seccién que cortan).
Problema ndm. 7

Algunos no saben hacer una demostracién.
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Otros saben que para hacer una demostracién hay que probar dos impli-
caciones, pero lo hacen mal porque no prueban lo que tienen que probar.

Algunos saben escribirlo en lenguaje matematico, pero de ahi no pasan.

La intuicién les dice que los divisores se agrupan en parejas, menos cuan-
do un divisor es cuadrado, que no tiene pareja, pero no saben probar esta
conjetura.

“No sé seguir, pues no sé lo que significa que n sea cuadrado.”

Problema niim. 8

No llegan a generalizar.

Hacen conjeturas falsas y no las prueban.

Mezclan el nimero de orden con el numero de armarios abiertos.
No hacen esquema y se pierden en el proceso.

Sacan falsas deducciones de los datos concretos. Por ejemplo:

12 . 3 abiertos
| U x abiertos

Llegan a descubrir que en 12 quedan abiertos el 1, 4 y 9, pero no hacen
conjeturas ni llegan a generalizar.

Problema nim. 9

“No he encontrado la férmula”.
Creen que debe aplicarse el teorema de Pitdgoras.
Creen que no hay datos suficientes.

Olvidan que el problema dice “de medida entera” y consideran que hay
infinitos.

Uno hace una conjetura, pero no la comprueba.

Creen que n puede medir infinitos centimetros.

No se acuerdan cémo se halla el término general de una progresién arit-
mética.

Fallan la actualizacién de los conocimientos, a ninguno se le ha ocurrido

pensar en la relacién “un lado es menor que la suma de los otros dos y ma-
yor que la diferencia”.

También ha fallado la comprensién. No han sabido leer el problema.

Problema niim. 10

Han buscado casos particulares pero ninguno ha llegado a generalizar.
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Problema nim. 11

“Como no tengo el tercer lado, y dos lados no definen ni el per{metro
ni el 4rea, no lo puedo hacer.”

“h=sena ,b=cosa,S=>b-h/2 pero no sé como hallar a.”

“No sé dénde puedo encontrar el otro lado y la altura. Sélo puedo hallar
el drea en el caso de un tridngulo rectdngulo.”

La solucién queda condicionada por el dngulo « y parece légico. A nadie
se le ha ocurrido dar una férmula indeterminada que les permita encontrar
infinitas soluciones.

Problema nim. 12

Lo ponen en dos posiciones, pero no generalizan a todas las posiciones
posibles.

Problema nim. 13

“Creo que faltan datos”. -
“No sé cdmo utilizar los datos que tengo para resolver el problema”.
No distinguen los datos de lo que se les quiere preguntar.

Se encuentran perdidos, no saben cémo enfocarlo.

Problema nim. 14

Los que no lo resuelven bien es que no se han atenido a las proporciones
que marca el padre.

No se han fijado en las relaciones que establece el problema.

Bastantes han dividido la herencia en seis partes: tres para el hijo, dos
para la madre y una para la hija.

Otros buscan la solucién justa sin atenerse a las proporciones.

Problema ntm. 15

Suponen que se mueren la mitad de las gallinas, es decir, 15 gallinas
y media.

Suponen que el numero de semanas es igual al niimero de gallinas.

Consideran que no tienen datos suficientes.

Les da un nimero fraccionario de gallinas y no se inmutan.
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Si la comida durd el doble es porque se consumié la mitad (no tienen en
cuenta el numero de gallinas que se van muriendo).

En general adolecen de falta de sistematizacién y defectos en el raciocinio.

Problema nam. 16

Consideran que faltan datos.
Lo dejan planteado con C y M (caballos y mulas).

Han encontrado tres ecuaciones con tres inclgnitas: sacos del caballo,
sacos del mulo y parte del total, que es un saco de cada animal.

Hay bastantes que sacan 5 y 7 porque quitan 1 en ambos.

En general no han sabido hacer la traduccién de l:nguajes.

Problema ntm. 17

“No sé cdmo comenzar.”

“No entiendo el enunciado.”

Uxio ha probado y ha visto que a partir de 7 sale.
Otros hacen conjeturas falsas.

Algunos sacan la conclusidn de que no es vélido para los cuadrados
perfectos.

Problema nidm. 18

Consideran que el ortocentro es el centro de la circunferencia.

Confunden alturas con mediatrices y, por tanto, propiedades de las al-
turas con las de las mediatrices.

Eligen mal los dngulos que tienen que comparar y los tridngulos, que tie-
nen que ser iguales.

Confunden ortocentro con baricentro.

Consideran que los segmentos que pasan por el ortocentro son didmetros.

Problema ném. 20

Uno no sabe seguir porque no se acuerda de la férmula.

236 X 35 X .., 20K
31 (k—1) (k—2)...3*

36 .
Otro llega hasta( =1 ) y no sabe seguir

porque no sabe qué hacer con tantos exponentes.
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El término de mayor coeficiente es el término x.

La x tiene mayor coeficiente, ya que 2% > 1/2%,

No sabe multiplicar potencias.

Resumiendo y sintetizando los fallos obtenidos se puede establecer la

siguiente clasificacién:

Fallos en las relaciones entre los conocimientos que aportan los datos
y otros conocimientos asociados a ellos (62 9;)

Num. 6.
Ntm. 9.
Num. 14.

No saben relacionar el radio del cono con el circulo de hoja-
lata y por ello no saben qué hacer con el circulo.

A ninguno se le ha ocurrido pensar en la relacién “un lado
de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos y ma-
yor que su diferencia”.

No se han fijado en las relaciones que establece el problema.

Fallos en la comprensién del texto y en la traduccién de lenguajes (83 %)

Nim. 2.

Hay una falta de identificacién de los lenguajes simbdlicos uti-
lizados.

Nums. 5y 9. No comprenden el texto y no saben hacer la traduccién de

Nim. 7.
Nuim. 11.

Nim. 13.
Nim. 14.

Nium. 15.
Nim. 16.
Nim. 17.

lenguajes.
No saben lo que quiere decir “probar”.

No se les ha ocurrido pensar en dar una férmula del perime-
tro indeterminada.

No distinguen los datos de las incégnitas.

No se atienen a los datos, es decir, a las proporciones que es-
tablece el problema.

Hacen suposiciones falsas sobre el enunciado del problema.
No saben traducir el enunciado a una formulacién matemdtica.

No comprenden el enunciado.

Fallos en la generalizacion de los conocimientos (80 %)

Num. 1.

Nim. 2.

No ha habido transferencia y no se ha producido el aprendi-
zaje del concepto de polinomio.

No ha habido transferencia y no se ha producido el aprendi-
zaje del concepto de limite.
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Num. 8. No llegan a generalizar.

Num. 18. No se ha producido el aprendizaje de ortocentro, alturas y
mediatrices.

Fallos en la generalizacién de las técnicas (73 %)

Nim. 8. No saben probar una conjetura.
Num. 10. No saben generalizar a partir de casos particulares.

Nuim. 12. No generalizan a todas las posibles construcciones, si no sélo
a una o dos particulares.

Nums. 15 y 17. Hacen conjeturas falsas y no saben refutarlas.

Fallos en la actualizacién de los conocimientos y las técnicas

Num. 4. No actualizan los conocimientos relativos a las asintotas.

Nim. 6. No actualizan el volumen del cono.

Nim. 9. No actualizan todas las propiedades de los lados del tridngulo.

Num. 18, Actualizan unas propiedades de ortocentros, mediatrices y al-
turas, y otras, no.

Nam. 20. No actualizan los conocimientos del binomio de Newton.

Nim. 3. Sélo han traido a la mente una técnica, la de la regla de
Ruffini.

Conclusiones

Dadas las caracteristicas de la experiencia, en la cual no se ha utilizado
grupo de control ni se han aislado variables de validez, no se puede hacer
una generalizacién de los resultados, ni mucho menos buscar las causas, no
obstante proponemos al profesorado algunas reflexiones suscitadas por estos
resultados:

1. Los problemas familiares a los alumnos (los que éstos habfan resuel-
to con otras variantes) nums. 1, 4, 5, 6, 15, 16, 19, 20 dan los siguien-
tes porcentajes de éxito:

Num. 1, lo resuelven bien el 32 %.
Nums. 4 y 5, lo resuelven bien el 3 %.
Num. 15, lo resuelven bien el 41,5 %.
Ndm. 16, lo resuelven bien el 15 %.
Nims. 6 y 20, no lo hace bien nadie.
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No parece que dichas categorfas de problemas hayan sido genera-
lizadas por los alumnos, por la cantidad de errores cometidos en su
resolucién y los tanteos calticos que hemos advertido. En alguno
de ellos, niim. 16, ha sido suficiente un cambio de lenguaje para que
alumnos que resolvian problemas similares no hayan tenido éxito con
éste.

Es curioso observar que el problema ndm. 8 no era un problema
familiar al alumno y, sin embargo, lo resuelve bien el 20 %, cosa que
no sucede con el 4, 5, 6, 16 y 20, que son problemas que se han
presentado mds frecuentemente a estos alumnos.

Un mismo problema se expresé en dos formas diferentes (nims. 7
y 8). En su formulacién mas directa y mds abstracta, donde se utili-
zaba la palabra “probar” no fue resuelto por ningun alumno. En su
formulacién més larga, pero mds concreta y activa, fue resuelto bien
por el 14 %, en parte bien por el 8 % y mal por el 72 %.

El éxito en la resolucién de un problema depende de la correccién
de las acciones y de las reflexiones del alumno durante el proceso
y es importante para el profesor conocer este proceso a fin de ayudar
al alumno en sus dificultades.

Los defectos en la actividad mental observados estdn recogidos en
el parrafo anterior. Estos resultados nos inducen a pensar que el de-
fecto mds frecuente en estos alumnos, que impide la resolucién de
problemas, es la incomprensién del texto y los fallos en la traduccién
de lenguajes. Problemas sencillos como el 4, 14, 15 y 16 no han po-
dido ser resueltos débido a las dificultades en la traduccién de len-
guajes. Otros, como el 2, 5,9, 7, 13 y 19, tienen textos que no com-
prenden la mayoria de los alumnos que no los han resuelto.

Si ha habido una deficiente comprensién del problema y, por con-
siguiente, las acciones sobre los datos son insuficientes, no se pro-
ducen las correlaciones entre los conocimientos de primero y de se-
gundo género necesarias para llegar a la solucién.

Un recurso didictico que se puede utilizar para ayudar a estos
alumnos en la comprensién es el comentario matemdtico de textos (del
cual hay una experiencia en marcha)*, que incide en aspectos como:
lectura comprensiva, interpretacién, asociacidn, juicio critico, sintesis,
interdisciplinariedad y traduccién de lenguajes.

Otro defecto en la actividad mental subrayado en esta experiencia es
la no generalizacién de los conocimientos y de las técnicas, al no
haberse realizado la transferencia de conceptos, ideas y técnicas de
unas situaciones a otras.

Para propiciar dicha generalizacién hay que utilizar en la ense-
fianza situaciones variadas, ejercicios de distintos tipos, problemas de
una amplia gama de categorias, variantes en la forma, de un mismo
problema. .

* Ver Apuntes de Educacion. Edit. Anaya.
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Otros alumnos no han resuelto los problemas porque no trajeron a
la mente todas las propiedades y los conocimientos necesarios para
su resolucidon. Si no se presentan al alumno los conocimientos en sis-
temas organizados, es posible que no se produzca la actualizacién de

todos ellos, sino que aparezcan cadticamente impidiendo la eleccién
de aquel que conduzca a la solucién.

6. Es muy dificil resolver un problema si se sigue un método a ciegas,
los tanteos a ciegas son estériles, aunque son fructiferos los tanteos
creadores y buscadores, ya que en éstos se sabe lo que se necesita
obtener y se experimentan los posibles medios de obtener el objetivo.

Para resolver un problema se necesita saber qué es lo que hay
que hacer y en qué orden. Se favorecerd el proceso proporcionando
al alumno unas reglas o unas técnicas con cuya aplicacién reiterada
pueda ir formandose en su mente un método general de resolucién.

Problemas propuestos

1. ;Cudles de las siguientes expresiones son polinomios?

— X 3 4 .
X34+ 2x—5, Vx+4x2+2,5 ,—2—+?,—X—+5x2+2

2. Si para todo entorno N, (L) existe un nimero positivo s tal que si
a—s <y < a, entonces f(x) € N; (L).

(Qué es L de la funcidn f(x)?

3. Expresar como producto de polinomios

q(x) = 27 + 54x + 36x2 + 8x%3
r (x) = 27x3—54x2 4+ 36x—38

4. Escribir tres funciones con discontinuidad asintdtica en los puntos
Xo =3, X, =—5, %, =0.

5. Entre cinco personas se repartieron 100 medidas de trigo de tal suerte
que la segunda recibié més que la primera, tanto como le correspon-
dié a la tercera mds que a la segunda, a la cuarta mas que a la ter-
cera y a la quinta mds que a la cuarta.

Ademis, las dos primeras obtuvieron la séptima parte de las tres
restantes. ;Cudnto correspondié a cada una?

6. Debemos construir la parte cénica de un embudo valiéndono§ de un
circulo de hojalata. Para ello se corta un sector en dicho circulo y
con el resto se construye un cono. ;(Cudntos grados debe tener el
arco del sector que se ha cortado para que el embudo alcance la
mayor capacidad posible?
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10.
11.

12.

132

Sea d(n) el numero de divisores positivos del entero n. Probar que
d(n) es impar si y solamente si n es cuadrado.

Hay n armarios todos cerrados y n hombres. Supén que el primer hom-
bre abre cada armario. El segundo hombre cierra cada segundo arma-
rio (contando de dos en dos). El tercer hombre cambia de estado (es -
decir, si estaba abierto lo cierra, y viceversa) cada tercer armario
(contando de tres en tres). Si este procedimiento se continda hasta
que todos los hombres hayan pasado por todos los armarios. (Qué
armarios quedardn abiertos?

Pista: Supén que n = 12 y averigua después de haber pasado los
los 12 hombres qué armarios quedan abiertos. Intenta dar
una regla general.

(Cudntos tridngulos diferentes con lados de medida entera pueden
ser dibujados teniendo el lado mayor longitud de 5 cm o de 6 cm?
Intenta generalizar para n.

Escribir 525 como la suma de enteros consecutivos de todas las for-
mas que sea posible.

Dos lados de un tridngulo tienen longitudes de 4 ¢m y 6 cm. Hallar
el perimetro y el drea del tridngulo.

(Qué valores son posibles para el drea del cuadrilitero EKDL si
ABCD y EFGH son cuadrados de lado 12 cm y E es el centro del
cuadrado ABCD?
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20 %

L

Lo T

13.

14.

15.

16.

C

A 20 km del ferrocarril, por linea recta, esta el lado B. ;Dénde hay
que construir el apeadero C para que en el viaje de A a B por la
linea férrea AC y por la carretera CB se invierta el menor tiempo
posible? La velocidad por ferrocarril es de 0,8 km/m y por carretera
es de 0,2 km/minuto.

Un hombre que va a morir sabe que va a tener un heredero y hace
el siguiente testamento:

Deja un tercio de la herencia a la mujer y dos tercios al heredero
si es nifio.

Deja dos tercios a la mujer y un tercio al heredero si es nifa.

Nacen mellizos (nifio y nifia). ;C6émo se repartird la herencia?

Para 31 gallinas se ha preparado una cantidad de reservas de comida
a base de 10 kg semanales para cada una. Esto se hacia en el su-
puesto de que el numero de gallinas permaneciera invariable. Pero,
debido a que cada semana disminuifa en una el nimero de aves, la
comida preparada duré doble tiempo del proyectado. ;Qué cantidad
de comida prepararon como reserva y para cuinto tiempo fue calcu-
lada?

Un caballo y un mulo caminaban juntos llevando sobre sus lomos
pesadas sacas. Lamentdbase el jamelgo de su enojosa carga a lo que
el mulo le dijo: ;de qué te quejas? Si yo tomara un saco tuyo, mi
carga seria el doble que la tuya. En cambio, si te doy un saco tu
carga se igualard a la mia. ;Cudntas sacas llevaba cada uno?
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17. ;Para qué enteros positivos n, es n un factor del producto (n—1)
(n—2) (n—3) X ..., 3 x2x1?

Pista: 5 no es factor de 4 X 3 x 2 X 1, pero 6 s{ lo es de
5X4x3x2x1L B

18. - Se trazan dos alturas de un tridngulo a partir de los vértices A y B
y hasta su interseccién con la circunferencia circunscrita en los
puntos E y D. Demostrar que los segmentos de las rectas que van
desde el ortocentro M hasta la circunferencia quedan divididos en
dos partes iguales por los correspondientes lados del tridngulo.

Contestar a las siguientes preguntas:

1. Escribir en lenguaje matemdtico qué es lo que hay que con-
testar.

2. Buscar todas las propiedades, leyes y teoremas relacionados
con lo que hay que demostrar.

3. Decir si hay que trazar sobre la figura algin segmento, lado
o figura suplementaria.

19. Una familia quiere comprar un piso de 6.500.000 pesetas. Pagan de
entrada 1.300.000 pesetas. La Caja de Ahorros le concede un crédito
hipotecario de 1.750.000 a pagar en diez afios al 14 %. Tienen que
pedir un crédito personal para pagar la diferencia al 18 9. ;Por cudn-
tos afios tiene que suscribir este crédito si la familia sélo puede abo-
nar una renta de 55.000 pesetas mensuales, en las cuales deben estar
comprendidos los intereses y la amortizacién?

20. ‘Dedtzcase el término que tiene mayor coeficiente en el desarrollo

(2x + ——y—)36
3
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Los calculos trigonométricos
en cartografia

Una aplicacion interdisciplinar
Matemadticas-Ciencias Naturales

José A. ESQUIVEL GUERRERO*
Rafael YUS RAMOS **

Introduccion

A menudo se ha dicho, y no sin fundamentos, que la Ensefianza Media,
como otros niveles de ensefianza, es un campo de enfeudamientos, llamados
familiarmente, por analogia, ‘‘reinos de Taifas”, dada la gran diversidad, com-
partimentada de forma casi hermética, de los conocimientos y materias, lo
que contribuye a fijar en nuestros alumnos una imagen pobre, cuando no
irreal, del medio que le rodea y de la forma de llegar a conocerlo. Sin em-
bargo, ya desde 1968, en la Conferencia de Berna (Bulgaria), aparece una
nueva concepcion globalizadora de la Ciencia, naciendo el concepto de Cien-
cia Integrada, como forma necesaria de enfocar la ensefianza de las Ciencias.
Y mis recientemente, en el marco conceptual de la Teoria de Sistemas, se
ve cada vez mds claramente la necesidad de enfoques integrados o sistémicos

de todas las ramas del saber y, consecuentemente, en la forma de adquirir
el mismo.

A la vista de estos planteamientos, va siendo cada vez mds apremiante un
cambio de enfoque en la ensefianza de las Ciencias en nuestro pafs, aunque
somos conscientes de la enorme dificultad que ello conlleva, maxime cuando
los protagonistas principales de estos cambios, los profesores, estamos edu-
cados desde nuestra mds tierna infancia de una forma prematura e hipertro-
fiadamente especializada, amén de otras deficiencias que no entramos a ana-
lizar. Ciertamente, no olvidamos que paralelamente, se precisa de cambios
cualitativos en la Administracién y en la sociedad para llevar a término cual-
quier tentativa de cambio.

* Profesor agregado de matemdticas del I. B. “Reyes Catélicos”, de Vélez-Milaga.

** Profesor agregado de ciencias naturales del I. B, “Reyes Catdlicos”, de Vélez-
Milaga.
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Creemos que estamos atin lejos de conseguir un enfoque completo de la
Ciencia Integrada, aunque conocemos la existencia de ensayos y experiencias
aisladas que estan contribuyendo a “dinamitar” las sélidas barreras que exis-
ten entre las Ciencias.

Normalmente, las tentativas de conexién interdisciplinar suelen reali-
zarse ante los curricula de los Seminarios implicados, en los que se buscan
los puntos comunes. También, aunque mds raramente, se podria empezar por
un planteamiento integrador y, por tanto, global, pero podemos intuir las
dificultades que podria traer actualmente. En nuestro caso, aunque en el
hilo de estos planteamientos, este ensayo interdisciplinar nacié de forma
casi espontdnea, como consecuencia de una légica y necesaria coordinacién
entre dos Seminarios. Ello nos indica que, realmente, la conexién interdisci-
plinar no necesita forzarse y que, realmente, los alumnos han de ver que ante
un problema determinado se precisan diversas herramientas, es decir, hemos
de desmitificar la imagen del especialista a este nivel.

Sirva esta pequefia experiencia para plantear el problema, para pedir que
se profundice en él, y al propio tiempo dar a conocer algunos trabajos sen-
cillos que pueden aplicarse de forma creativa en nuestros centros.

Objetivos

Aunque implicitos en la precedente introduccién, nuestros objetivos en
esta experiencia pueden resumirse en:

1. Difuminar los limites entre dos asignaturas: Matemadticas y Ciencias
Naturales, sin alterar la vigente estructuracién académica.

2. Imprimir a las Matemdticas un enfoque mdas cercano a la realidad
palpable del alumno.

3. Iniciar al alumno en la metodologfa cientifica, desde el planteamien-
to de un problema, toma concienzuda de datos y posterior andlisis
para la obtencién de conclusiones.

La prictica nos ha demostrado que la consecucién de estos tres objetivos,
no sélo ha facilitado una nueva visién de la Ciencia en el alumno, sino que
la didictica de cada asignatura, considerada individualmente, ha sido refor-
zada de forma considerable, toda vez que ha permitido alcanzar objetivos
que antes eran dificiles de abordar, como es la visién real de las representa-
ciones cartograficas o bien el grado de aplicabilidad de ciertos conceptos ma-
temdticos que ordinariamente se tratan de forma abstracta.

Experiencias

Se trataba de hacer un estudio topogréfico y cartografico de una parcela
de terreno cercano al centro, donde los alumnos debfan desarrollar diversos
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estgdiqs de tipo ecoldgico y geoldgico, que se iniciaban en 1.° de B.U.P.
y,ﬁ’nahzaban en C. O._U., en orden creciente de complejidad metodoldgica.
Légicamente, la necesidad de cartografiar el marco de estos estudios exigié

el uso de instrumentos y procedimientos de tipo matemdtico, concretamente,
trigonométricos.

El material necesario es escaso y se menciona en cada caso. Sin embargo,
es interesante tener en cuenta que, en contra de lo que se suele creer, la
didéactica de las Ciencias no precisa de la utilizacidn de aparatos muy sofis-
ticados y de dificil acceso. Mas, al contrario, no sélo es contraproducente
(el alumno se abruma facilmente), sino que, en la medida de lo posible, de-
ben ser los propios alumnos, con la ayuda de poco material, los que cons-
truyan de forma creativa los instrumentos, ddndoles la oportunidad de di-
sefiar y ajustar cada vez mds la precisién de estos instrumentos. A este res-
pecto damos a conocer un modelo de teodolito que sintetiza las diversas

aportaciones de alumnos de 2.° de B.U.P. (Fig. 1). Aqu{ podriamos intentar
otra conexién interdisciplinar con Diseiio.

A) Determinacién de las curvas de nivel: Se trata de medir los desni-
veles entre dos puntos consecutivos de un recorrido que se hace desde la
parte mds alta de un pequefio cerro. Se estudia en dos fases.

1. Toma de datos: que se verifica en 1.° de B. U. P., mediante un equipo
rotatorio formado por 3-4 alumnos especializados en distintas tareas
(Fig. 2). Cada grupo empieza a medir desde el punto mds alto, si-
guiendo un recorrido determinado con la brijula, y realizando los si-
guientes pasos (Fig. 4):

— Situar el teodolito en el punto x;, que quedard sefialado con la
plomada. Conseguir la méxima horizontalidad de la platina hori-
zontal y orientar el cero de la misma hacia el norte magnético,
dado por la bryjula.

— Colocar una pértiga graduada a unos cinco pasos, ddndonos el
punto X;,,. Alinear la linea vertical del visor con la pértiga y ano-

tar el dngulo que forma el visor con el cero de la platina horizon-
tal (ai).

— Situar la linea del visor en el cero de la platina vertical. Alinear la
linea horizontal del visor con las divisiones de la pértiga y hacer
que la mano del colaborador suba hasta sefialar la linea divisada
por el visor, dando la altura H;.,. Se resta esta altura por la altura
del teodolito (H;), dindonos el desnivel h; .

__ Mediante una cinta métrica larga bien tensa, se mide la distar}cia
entre el punto i y la altura del desnivel h; .., ddndonos la cifra
Di,i+1-

Todos estos datos se van anotando en un cuadro de doble en-
trada en el que. figuren todas las variables.
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Figura 1

Cdlculo trigonométrico: que se verifica en 3.° de B.U.P., y en el que
se trata de determinar las coordenadas de los puntos x; (X;—Y;) to-
mando un eje de coordenadas cartesiano, con origen en el punto 1
(que hemos considerado como el méas alto) y haciendo coincidir el
eje OY con la direccién y sentido del norte magnético.

Por lo tanto, las coordenadas del punto | son, obviamente: X, = 0,
Y, = 0; las del punto 2 serian: X, = D,psen ay, y Yo = D;, cos «;, se-
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Figura 2

gun se aprecia en la Fig. 5. Por el mismo razonamiento, los siguien-
tes puntos Y, =Y.+ Y%, y como Y,y =D,; cos e nos queda que
Y, =Y, + Du; cos a, y de igual modo se deduce que, como X; =
= X, + X5y X3 = Dqy cos a, el valor de X3 = X; + Dy 308 cs.

De forma mas general diremos, pues:

x1+1 = X1 + D|‘{+1 Sen oy
Yiin=Y; + Diiu cos @;

Los desniveles determinados se redondean segin la equidistancia
adoptada (por ejemplo, 1 metro) y estos datos se llevan a papel mi-
limetrado. Las curvas de nivel se obtendran, entonces, uniendo todos
los puntos de igual altura. Para reajustar la curvatura de las lineas,
conviene hacer el trazado de las mismas a la vista del terreno, resul-
tando un grafico como el de la Fig. 3.

Una modalidad interesante consiste en hacer un programa para
la realizacién de estos calculos en ordenador, con posibilidad de aco-
plarle algin programa que realice la representacién grafica. Natu-
ralmente, esto se realizaria @ posteriori, ya que de lo contrario no
alcanzariamos los objetivos propuestos.
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Figura 4

B) Determinaciéon del perfil de un transecto: en el caso del estudio de
las comunidades de un transecto lineal, en el que se sospeche variaciones
apreciables segln el nivel, es conveniente deducir el perfil del transecto, con
el fin de cartografiar la estructura de la comunidad vegetal o animal. Para
ello, procedemos siguiendo los pasos que se citan a continuacién (Fig. 6):

— Se elige el punto mds alto (A) y se instala el teodolito. Se nivela la
platina horizontal.

~— Un colaborador llevard una pértiga graduada a poca distancia (segin
el grado de precisién) y senala el punto B.

— Se alinea la linea horizontal del visor con las lineas divisorias de la
pértiga y se pide al colaborador que deslice la mano hasta que sefiale
la linea divisada por el visor. En este momento se determina la altu-
ra h, que, restada la altura del teodolito (h,). nos dari el desnivel D.

Estos desniveles se van llevando a papel milimetrado, de forma que
las ordenadas sean los desniveles y abcisas las distancias.

C) Determinacién de alturas: en ocasiones es preciso determinar la al-
tura de un accidente geografico. Hay dos casos posibles:

1. La superficie de la base es horizontal (Fig. 7), en cuyo caso:

— Mediante un teodolito, alineamos el visor con el punto mds alto
del objeto cuya altura tratamos de medir y anotamos el dngulo (@)
que marca la platina vertical. A continuacién damos un recorrido
de 20-50 pasos en linea recta con el objetivo y, una vez en el
punto B, anotamos el dngulo (8) que marca la platina vertical.
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Figura 5

— La altura del objeto (H) serfa: H = x + h, en donde x es la altura
del visor o teodolito y h quedaria resuelta por un sistema de

ecuaciones:
=20 ) AB
tgo-t
+ ( g gﬂ)

y una vez resuelto: H = x
( tgo-tg

Figura 6
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Figura 7

Cuando se trate de determinar la altura de un objeto cuya base
vertical sea accesible (ejemplo: un drbol), el célculo se ve simplifi-
cado alineando el visor de forma que éste forme 45° con la pla-
tina vertical. En este instante, la distancia entre el observador
y el pie vertical del objeto es igual a la altura total, descontdndole
la altura del visor o teodolito (x).

La superficie de la base no es horizontal (Fig. 8) en cuyo caso:

— Medimos el dngulo « tomado desde un punto A. Avanzamos has-

ta un punto B y medimos el dngulo B, de igual modo que en el
procedimiento anterior.

— Colocamos una pértiga en el punto A y medimos el desnivel
(MA = BL) con respecto al punto B, mediante el teodolito. A con-
tinuacién medimos la distancia AB mediante una cinta métrica.

BL y PN
y en el tridngulo BAL

PN —
— En el didngulo BLP se tiene: PL =

se tiene: AL = 4/ BA2—BI2, y por tanto: PA = AL—PL.

Figura 8
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Figura 9

Con estos datos estamos en condiciones de aplicar el método
anterior, de base horizontal.

Determinacién de anchuras: encontramos diversos casos:

Didmetro de una charca (Fig. 9). En ocasiones, sobre todo para estu-
dios de las comunidades de una charca o laguna, es conveniente car-
tografiar. Uno de los pardmetros que hay que manejar es la anchura
o didmetro, para lo cual procederemos asi:

— Colocamos el teodolito en un punto A, una pértiga en un punto B
y otra pértiga en un punto C. Determinamos el dngulo 8 mediante
la platina horizontal.

— Desplazamos el teodolito al punto B, midiendo la distancia entre
éste y el punto anterior, A, donde colocaremos ahora la pértiga
de B. Ahora determinamos el dngulo c.

sen @ _ sen(180—a—pf)
h d
d-sen o
sen (180—a—p)

— Segiin el teorema de los senos:

, de don-

de deducimos el valor de h =

Anchura de una vaguada (Fig. 10): Para su determinacién procedemos:

— Colocamos el teodolito en un punto A del borde de la vaguada, ali-
neando con un punto fijo C del otro lado de la misma, de forma
que el cero de la platina horizontal mire hacia C.
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Figura 10

~— Se elige otro punto B del mismo lado de A y se mide el dngulo «.
Colocando el teodolito en B podremos medir el dngulo B. Medi-
mos la distancia AB.

-— Como y = 7—(a— ) podremos aplicar el teorema de los senos:

a c crsena
= , de donde a = ————.
sen « sen vy sen vy
. X
— En el tridngulo rectdngulo BMC se tiene: cos 8 = — de donde

x=a-cos 8. De este modo, d=x-tg 8= & a?—ci

Anchura de un rio (Fig. 11): Para su determinacién procedemos con
el mismo método y cdlculo que en el caso anterior, ya que en realidad

Figura 1!
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se trata de un caso similar: la medicién de la distancia entre dos pun-
tos y cuyo recorrido es dificil de hacer.

El lector podra observar que existen multitud de posibilidades de aplica-
cién de los conocimientos trigonométricos a casos reales, muchos de los
cuales no podemos, por su extensién, reflejar aqui.
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Francisco HERNAN *

No hace mucho, en un programa deportivo de la televisién, un redactor,
instalado en una hermosa estacién de montafia e impecablemente equipado
para esquiar, anunciaba que en ese programa y en otros dos sucesivos iba
a dar un breve curso de esqui a los espectadores que alin no tuviesen esa
habilidad. Enseguida aparecieron en pantalla un par de monitores (ninguno de
los cuales era él) que descendfan parsimoniosamente por maravillosas laderas
de Vermont (Canadd). El redactor, al que —se supone que para crear am-
biente— no le faltaban ni las gafas ni los palos, explicaba los movimientos de
los dos expertos.

Al cabo de diez minutos la primera leccién estaba terminada. La locutora
de enlace comentd: “Fécil, ;no? El préximo sibado tendridn ustedes la se-
gunda leccién”.

Yo, que atin no sé esquiar, solamente consegui aprender que las manos
deben pasarse por entre las cintas que hay en la parte superior de los bas-
tones con objeto de no extraviarlos por el camino. Pero me perdi cuando se
me decia que para girar a la izquierda hay que cargar todo el peso del cuerpo
sobre la pierna derecha; ;por qué no se hace otro tanto para montar en
bicicleta o para conducir un coche? En cuanto a frenar, aunque las iméagenes
mostraban los esquies en “ficil” convergencia, no pensé que fuese tan sen-
cillo como los entendidos me estaban indicando.

(Crefa realmente el profesor que por el solo hecho de haber ensefiado algo,
los alumnos lo habiamos aprendido?

El aprendizaje del alumno

Muchos meses de lecturas, contradicciones, debates, titubeos; y muchas
observaciones, decepciones y descubrimientos en mis propias clases, analogos
a los que muchos compafieros hacen cada dfa, me habfan hecho llegar a algu-

* Grupo Cero de Valencia.
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nas conclusiones que no se correspondian con lo que acababa de ver. Por
encima de todo, tengo el convencimiento de que es el alumno quien hace el
aprendizaje construyendo sus propias estructuras conceptuales,' glotando de
significado a situaciones nuevas y complejas mediante acciones fisicas y men-
tales y la rica interaccién de ambas.

Hay capacidades que todos poseemos y que tenemos ya disponibles para
la préctica. Y hay capacidades que estdn latentes y esperan ser activadas. El
profesor es quien hace la ensefianza activando las capacidades adecuadas para
la situacién en estudio o, mas en general, las capacidades que permitan tratar
en el futuro las situaciones nuevas que puedan presentarse.

Es larga la lista de capacidades que el profesor puede activar durante
el proceso del aprendizaje de las Matemdticas, y de motivos que puedan jus-
tificar su ensefianza. Desde actitudes personales, como adquirir confianza en
s{ mismo, capacidad de disfrutar pensando, confianza en que el pensamiento
da resultado, capacidad para tomar decisiones, perseverando en la busqueda
de solucién a un problema, autonomia intelectual, flexibilidad para tratar las
situaciones...; pasando por capacidades particularmente importantes en Ma-
tematicas, como clasificar, explorar, abstraer, conjeturar y modificar la con-
jetura en caso necesario, generalizar, distinguir entre conjetura y demostra- .
cién, emplear la analogia como método sistematico de razonamiento, desco-
dificar y codificar mensajes...; hasta desarrollar el sentido de apreciacion
de las Mateméticas, por su regularidad, por la manera a la vez sistemdtica
e imaginativa con la que afrontan los problemas, por su belleza y su elegan-
cia, por las multiples relaciones con otras ciencias, con las formas artisticas,
con la vida...

Sin embargo, creo que muchas de esas propuestas tienen un caracter més
bien estdtico, como si hiciesen méas referencia a lo que los profesores vemos
o hemos visto que a lo que nuestros alumnos verdn cuando, dentro de unos
afios, estén en situacién de poner plenamente en prictica sus capacidades.
Si consiguiésemos hacer una previsién acerca de cudles serdn las capacida-
des esenciales que se requeriran dentro de doce o quince ahos para vivir
y sacar partido del mundo tal como serd entonces y no tal como es ahora,

seguramente de esa larga lista emergerian algunas que destacarian sobre las
demais.

No pongo en duda que ser capaz de abstraer y generalizar, o de perseve-
rar en la bisqueda de soluciones y tratarlas de un modo flexible, son elemen-
tos que ayudan a configurar una mente que esté preparada para la compren-
sién de los fenémenos matemadticos y la discusién de problemas en su sentido
mas amplio. Pero tengo la sensacién de que, por paraddjico que parezca, no
son suficientemente abiertas. Hay algo cerrado impreso en ellas. Se puede dar
un paso mds y preguntarse: si hubiera que resumir en pocas palabras lo
esencial de la actividad futura de nuestros alumnos, ;dénde podria estar?

No encuentro mejor respuesta que ésta: en la capacidad de hacerse pre-
guntas y tomar decisiones. Claro que eso no es lo unico, pero ninguna otra
capacidad me parece mds importante que esa.

(Y qué es hacerse preguntas y tomar decisiones ante una situacién ma-
temdtica, sino investigar?
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Investigaci

La investigacién escolar

No sé si los investigadores profesionales estaran completamente de acuer-
do con esta idea. En cualquier caso, confio en que encuentren familiares
algunos rasgos de lo que a continuacién va a narrarse. Espero también que
no consideren carente de sentido la afirmacién principal contenida en este

articulo, esto es, que los alumnos de Bachillerato pueden hacer investiga-
ciones.

“Problema” e “investigacién”, los dos términos en torno a los cuales
propongo aqui dar unas cuantas vueltas, son tanto en el lenguaje cotidiano
como en el cientifico convenientemente vagos; del mismo modo que lo es
el término “azul”, que puede evocar distintas impresiones en distintos lec-
tores, sin que por ello dejen de estar de acuerdo en que hay una amplia
zona comun a esas impresiones que justifica el uso de la misma palabra.-

Para evitar, sin embargo, una excesiva vaguedad quizd convenga estable-
Cer una linea de demarcacién entre ambas nociones. Aunque tal linea, como
veremos, no debe carecer de flexibilidad.

Un problema es una situacién que implica un objeto o propésito que
hay que conseguir, hay obstdculos para alcanzar ese propésito y requiere

deliberacién, ya que quien lo afronta no conoce ningin algoritmo para re-
solverlo.

Un buen problema matematico es aquel que representa un desaffo a las
capacidades deseables en un matematico; no deja bloqueado de entrada a
quien lo ha de resolver, es decir, la persona que lo acepta reconoce que el
problema estd a la altura de sus posibilidades; tiene interés por si mismo,
independientemente de que esté relacionado con otras disciplinas o con la
vida cotidiana, o de que tenga una utilidad prictica inmediata. Por lo gene-
ral, el camino marcado por un problema estd claramente especificado.

Una investigacién comporta casi todas las caracteristicas de un problema,
pero difiere en la tdltima: lo esencial de una investigacion estd en que es
el alumno quien elige su propia direccién; son las preguntas que el alumno
se hace y las decisiones que ha de tomar con respecto a esas preguntas las
que determinardn el camino que va a seguir.

Entra en el caricter de una investigacién el que el profesor no limite
ninguna iniciativa coherente, aunque no esté entre las que él habfa pensado
de antemano.

En una investigacién debe apreciarse mds la larga atencién dedicada a
unas pocas ideas que la corta atencién dedicada a muchas dispersas.

Una investigacién es mucho mds trabajo del alumno que trabajo del pro-
fesor (como casi todo en el aprendizaje de las Matemadticas).

El profesor debe animar a tomar nota de las reglas generales que el alum-
no vaya obteniendo; pero su tarea es mds escuchar que hablar (como casi
siempre en las clases).

Quien hace una investigacién escribe acerca de las Matemadticas que ha

ones
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estado haciendo. Escribir de Mateméticas es dificil; por eso hay que dejar
tiempo para la redaccién y presentacién del trabajo.

Si se desea que los alumnos sean capaces de hacer investigaciones mate-
maticas, parece indispensable que los profesores también lo sean, y sepan
elegir ias situaciones propicias para que el alumno tome su propio camino
y las decisiones ajustadas a su propdsito.

El problema de las fichas amarillas y verdes

Hace algin tiempo me encontré! con un llamativo problema:

“Se tienen fichas amarillas a la izquierda de un espacio libre, a cuya de-
recha hay fichas verdes. Una cosa asi:

..AAA VVYV..

Las fichas amarillas solamente pueden moverse hacia la derecha y las
fichas verdes sélo hacia la izquierda.

Cada ficha puede o bien deslizarse un lugar, si hay hueco, o bien saltar
sobre la inmediata de distinto color si el hueco es adyacente a esta Wdltima.
Cada movimiento consiste en mover una sola ficha.

No es preciso mover alternativamente fichas de distinto color.

;Cual es el minimo niimero de movimientos que hay que realizar para
intercambiar los colores, es decir, para poner las verdes a la izquierda del
hueco y las amarillas a la derecha?”.

El problema me interess, asi que le dediqué toda mi atencién. Lo pro-
puse a los alumnos de tercer curso; les gusté. Muchos le dedicaron tanto

o mds tiempo que yo. Unos llegaron lejos, otros se quedaron a mitad de
camino.

Tiempo después volvi a verlo de nuevo en otra publicacién 2. Nada hay
menos secreto ni menos privado que un atractivo problema de Matematicas.
Se extiende como una mancha de aceite y al final nadie sabe dénde tuvo su
origen o quién lo propuso primero.

iPero qué distinto era esta vez! Su enunciado era menos rigido, mis
abierto, daba mds opciones. La profesora que lo contaba comenzaba con la
presentacién de un juego: hay siete sillas, las tres primeras ocupadas por

tres ranas macho y las tres udltimas por tres ranas hembra, quedando en el
centro una silla vacfa.

' BELL, A. W.: The Learning of General Mathematical Strategies, University of
Nottingham, 1976.

? ASSOCIATION OF TEACHERS OF MATHEMATICS: Teaching Styles, A. T. M., Queen
Street, Derby, 1984.
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El objetivo: cambiar la posicién relativa de los machos y las hembraé,
poner los machos a la derecha y las hembras a la izquierda.

La profesora no empezaba dando las reglas del juego, sino preguntando
por ellas.

Las reglas del juego

Una vez acordadas las reglas y jugado el juego, preguntaba: “Y bien,

{qué podemos hacer ahora? ;Cémo podemos cambiar el juego sin cambiar
las reglas?”.

Aquello me parecidé algo estupendo, asi que decidi tomar la idea y me
propuse hacerlo en dos clases distintas, una de 1.° y una de 2.°. También em-
pecé preguntando: “;Cudles creéis que deberian ser las reglas del juego?”.

Y poco a poco se fueron desgranando las siguientes:

1. “Saltar sobre una rana a la silla vacia”.
“Una silla s6lo puede estar ocupada por una rana”.
“Mover alternativamente una rana macho y una hembra”.

“Pueden permutar posiciones una rana macho y una hembra que es-
tén al lado”.

5. “Deslizarse a una silla vacia”.
6. “Estd permitido avanzar o retroceder”.
7. “Cada vez se mueve una sola rana’”.

Eallball o

“¢Alguna mas?”.
“No, ya vale”.

“Echemos un vistazo antes de ponernos a jugar’. Las reglas 4 y 7 eran
contradictorias, de modo que fue preciso elegir una de ellas. No hubo acuerdo
en la eleccién. Propuse suprimir la 4. (Debo confesar que la iniciativa de
esta regla 4 me pillé por sorpresa. Yo no habia pensado en ella y como no
podfa prever las consecuencias de aceptar esta regla incliné la balanza hacia
la regla 7 que me era més familiar. Tomé la decisién que me era mds c6-
moda).

“Ya podéis empezar. ;Cudntos movimientos necesitdis para cambiar las
ranas de posicién?”.
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Unos sacaron monedas y comenzaron a moverlas. Otros simbolizaron con
M y H, respectivamente, e hicieron en su papel un listado de }as consecu-
tivas posiciones que iban obteniendo. Unos quince minutos mas tarde co-
mienza a oirse: 19, 21, 15...

“Ahora se pone més interesante —dije en voz alta—; una cosa es jugar
y otra preguntarse por la forma més eficaz de jugar. ;Cual es el minimo nu-
mero de movimientos que se precisan?”.

Los que tenian més de 15 lograron reducirlos a 15 evitando hacer movi-
mientos hacia atras, con lo que la regla 6 se reveld superflua. Mientras tanto,
la regla 3 habfa mostrado igualmente su inadecuacion.

El ndmero minimo es 15.

La pregunta “;Qué puedes hacer ahora?” fue comprendida en seguida por
algunos, que pasaron a 4 ranas macho y 4 ranas hembra; otros nc supieron
qué responder y tuve que abrirles calle. Los que habian manipulado monedas
avanzaron con rapidez; los que hicieron un listado de las sucesivas posicio-
nes del juego se metieron en un lio. Mientras los primeros encontraron los
24 movimientos que bastan, la mayoria de los segundos se pasaban,

“El nimero minimo es efectivamente 24. ;Cémo podemos seguir? ;Cémo
podemos cambiar el juego sin cambiar las reglas? Ensayad distintas posibi-
lidades.”

Ya estaba la investigacién definitivamente en marcha.
“Pues poner mds ranas a cada lado”. “Muy bién; hazlo”.

“Poner mds ranas macho que hembra”. “;Ya tienes alguna regla general
cuando hay el mismo nimero de ranas a cada lado?”. “No, todavia no”. “En-
tonces tal vez te convenga mas generalizar primero el caso mds facil y po-
nerte luego con lo mas dificil. Ya tienes dos problemas por resolver. Adelante”.

“Poner dos sillas vacfas”. “Estupendo; cuando lo tengas resuelso pasas
a 3, 4, n sillas vacfas”. (En el problema de las fichas amarillas y verdes se
ponia como condicién fija que hubiese un solo hueco en el centro. Ni yo,
ni ninguno de los alumnos que lo hicieron en su momento, pensamos en la
posibilidad de que hubiese mas de un hueco. Nos habfan propuesto el pro-
blema y lo habfamos hecho tal como nos lo habian propuesto).

Cada uno estd ya a lo suyo y va a su propio ritmo.

(A muchas personas les gusta oir musica mientras estudian; ese dia me
habia llevado a clase una radio). Me llaman de vez en cuando para con-
tarme cosas, para solventar alguna duda. Solamente entonces observo que
la regla 1 ha sido comprendida de distintas formas. La mayoria han supuesto
implicitamente que se ha de saltar sobre una rana del otro sexo; pero unos
pocos han interpretado la regla como que se puede saltar sobre cualquier
otra rana. ;Por qué no habfa aparecido antes esta discrepancia? Pues por-
que cuando no hay mdas que una silla vacia, las dos interpretaciones con-
ducen a los mismos resultados. La diferencia solamente se hace evidente
cuando se supone que hay mds de una silla vacia; cuando, para la desespera-
cién de la mayoria, esto es, de 1os que han seguido la primera interpretacién,
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el nimero de movimientos minimo con la estrategia encontrada es mayor
que el nimero de movimientos minimo con la estrategia seguida con la se-
gunda interpretacién.

iAh! Pero estos iiltimos tienen nuevos problemas: no es igualmente facil
con ndmeros pares que con numeros impares. “Nimero impar de qué, ;de
ranas o de huecos?”.

Y la historia sigue; pero creo que no es necesario llegar aqui hasta el final.
Sobre todo teniendo en cuenta que la historia no tiene un guién que deter-
mine lo que ha de pasar, y otros profesores en otras clases pueden disfrutar
de sus propias historias que les resultardin mds vivas y mds divertidas que
la mera lectura de un relato ajeno.

Construccion de poliedros

Si que quiero contar cémo aprendi de mis errores, que no fueron pocos,
como se ha visto.

Mucha gente se lo pasa bien recortando y pegando. En Matematicas abun-
dan las ocasiones para recortar y pegar; una de las mejores es la construc-
cién de poliedros de cartulina partiendo de sus desarrollos planos. {Pero
incluso eso es aburrido cuando ya nos dan el desarrollo plano y sélo se nos
deja la tarea manual de cortar y pegar! En Matemadticas, casi todo puede
resultar aburrido cuando no se nos deja tomar iniciativas. Todo lo contrario
ocurre cuando uno nota que lo que construye depende de sus propias ideas.
Personas que no soportan estar veinte minutos ante un libro de texto son
capaces de estar enfrascados durante una hora en una investigacién. Como
ésta que paso a referir,

Cuando de construir poliedros se trata, las tramas cuadradas disfrutan del

austero privilegio de la unicidad. El iinico poliedro convexo que puede
construirse con todas sus caras cuadradas es el cubo. Cierto es que un cubo
se puede construir partiendo de varios desarrollos planos distintos que cons-
ten de seis cuadrados en una sola pieza. Pero la variedad que contienen las
tramas triangulares es mucho’ mayor.
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La verdad es que las tramas triangulares son una mina.

\VAVAV
VAVAV
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No sélo tres de los cinco poliedros regulares estin formados por tridn-
gulos equildteros, sino que hay multitud de poliedros no regulares cuyas
caras son todas tridngulos equildteros iguales.
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Es frecuente dar el nombre de deltaedros a los poliedros convexos cuyas
caras son tridngulos equildteros iguales. Tras la experiencia de las fichas y las
ranas pensé en no cometer el error de limitar las iniciativas que cabe tomar en
una trama triangular, limitaciones que derivarian de una situacién cerrada,
tal como “Construye todos los deltaedros” o “Alguien dice que solamente
hay ocho deltaedros; trata de construirlos todos”. Asi que decidi proceder de
manera menos ortodoxa y llamar deltaedro a todo poliedro que tenga como
caras tridngulos equildteros iguales, y aceptar la nocién vaga de poliedro que
toma como cardcter esencial el hecho de que “cierre”, del mismo modo que
una primera nocién de poligono es una linea poligonal que “cierra”.

Empleamos para la trama triangular la siguiente terminologia:

<> AN

diamante-2 diamante-3
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diamantes-4

¥, en general, diamantes-n a las figuras andlogas formadas por n tridngulos
equildteros. Correlativamente, deltaedro-n es el poliedro que puede construir-
se a partir de un diamante-n.

La investigacién, que ocupd una semana de clase, comenzd con algunas
propuestas concretas:

~— (Con qué diamantes-4 puedes construir deltaedros-4?
— ¢(Hay méis de un deltaedro-4 posible?

-— Dibuja diamantes-5 y prueba a hacer algin deltaedro-5. (Es imposi-
ble, pero no era el momento adecuado para buscar una demostracion
de esa imposibilidad y seguimos adelante).

— Busca diamantes-6 con los que puedas hacer un deltaedro-6.

~— Hay varios deltaedros-8. Construye todos los que puedas. ;Cual de
ellos te parece mas armonioso?

Este es un diamante-8. Piensa cémo ha-
bria que doblar para hacer un deltaedro-8.

Con estos comienzos y las observaciones y discusiones que los acompa-
fiaron, ya fue suficiente para echarse a volar. La siguiente propuesta ya fue
general: “Investiga sobre deltaedros 10, 12, 14, 16, 18, 20... Si son bonitos,
bien; si son “raros”, mejor que mejor”.
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Pues bien, alli pasé de todo. Me hubiera resultado imposible prever la
variedad de observaciones y descubrimientos que en cada lugar de la clase
los alumnos iban haciendo. Estos son algunos de ellos:

— Alumnos que dudan inicialmente del deltaedro-6 porque “no dobla
igual por todas partes”.
La observacién tiene mucho sentido, porque previamente sélo ha-
bian construido el cubo y el tetraedro, que son poliedros regulares
y “doblan” igual por todas partes; mientras que el deltaedro-6, no.
Esta es una manera muy natural de distinguir entre poliedro regular
y poliedro no regular.

— Deltaedros-8. Un mismo desarrollo plano permite construir dos deltae-
dros-8 completamente distintos. Uno de ellos, el octaedro regular; otro,
un deltaedro céncavo que se obtiene uniendo el lado a con el a’, el ¢
con el ¢’ yeldconeld.

— Deltaedros “monstruos”. Deltaedros flexibles, porque proceden de del-
taedrcs_ unidos por una arista. Por ejemplo, dos tetraedros unidos por
una arista; pero que se obtienen partiendo de un twnico desarrollo
plano.

— Descubrimiento de un médulo generador de deltaedros, el tetraedro re-

gular. Si se unen, por una cara, un deltaedro ya construido y un te-
traedro se genera un nuevo deltaedro.
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También la mera yuxtaposicién de tetraedros generd nuevos del-
taedros.

— Deltaedros “dudosos”. El descubrimiento anterior presenta, sin em-
bargo, nuevos problemas. Si se unen por una cara un octaedro regular
y un tetraedro regular, la figura resultante ;es un deltaedro? ;O n(;
lo es, porque dos de sus caras forman una sola cara que es un rombo?
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— Deltaedros serpiente.

Hay material suficiente para ampliar la comprensién de diversos concep-
tos: poliedro regular, poliedro no regular, poliedros céncavos y convexos,
falsos poliedros, volimenes, diedros, etc.

e
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La ensefianza de las Matemsiticas

Un profesor impaciente fracasard si intenta que sus alumnos hagan inves-
tigaciones. Una condicién ha de prevalecer sobre todas cuando se propongan

investigaciones en una clase. Esta condicién es disponer de todo el tiempo
que haga falta.

Pero si el profesor reflexiona un poco acerca de su propia actividad como
matemaético deberd reconocer que é1 mismo necesita muchisimo tiempo cuan-
do se enfrenta a una situacién matemadtica nueva.

La ensefianza de las Matemdticas ha sido mala porque ha estado basada

en el supuesto de que los alumnos (y los profesores) debian repetir las Ma-
temdticas ya enlatadas.

Cuando los alumnos (y el profesor) hacen Matemadticas, y este es el
Unico cambio verdaderamente radical, los esquemas de temporalizacién del
aprendizaje se derrumban y nacen otros nuevos. Quizd se puedan ensefiar
muchas Matemdticas en una hora, igual que el profesor de esqui pretendia
ensefar lo fundamental del esqui en treinta minutos. Pero ;cudl es la opi-
nién del que aprende? Su actitud lo suele transparentar: que mejor es ale-
jarse y esperar ocasiones mds razonables y mds estimulantes.

Claro que no todos los alumnos tienen inicialmente la autonomfa y la
capacidad necesarias para emprender una investigacién. ;Pero qué mejor
puede hacer el profesor que animar a que el alumno adquiera el gusto por
hacerse preguntas y aprenda a tomar una situacién en sus propias manos?

Vistas asi las cosas, las investigaciones en “ranas” o en deltaedros no son
sino un entrenamiento para cuando tengan que tomar en sus manos su pro-
pia vida, Creo que es una buena razén para ensefiar Mateméticas.
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é Matemdticas ? S7, gracias *

Antonio L. RODRIGUEZ L.-CANIZARES **

I. Cuatro razones para lo mismo y dos para otra cosa

Existen, a mi entender, cuatro razones para aprender o ensefiar Matemdti-
cas . Estas son:

1. Satisfacer el ego.—El que estudia o ensefia las Matemadticas y lo hace
bien estd reinventdndolas y esto produce satisfaccién. Poincaré sefalaba la
necesidad de incorporar todo conocimiento exterior a nuestra propia perso-
nalidad, “la reproducciéon de un razonamiento —decia Poincaré— contiene
una parte subjetiva irreductible ... un perro que devora una oca almacena
grasa de perro y no de oca”. Hardy cuenta que su primera aficién a las
Matemdticas provinieron de su facilidad para resolver problemas que le ha-
cian destacar de sus condiscipulos, y esto sustitufa con ventaja a un puiie-
tazo en la nariz, tan necesario a temprana edad. B. Russell confiesa en sus
memorias (publicadas por Aguilar en 1971), que se aburria solemnemente en
su nifiez y juventud y que lo tdnico que le salvé del suicidio fue su profunda
curiosidad matemadtica.

* A M. L. Rodriguez Navarro, in memoriam.
** Inspeccién de Bachillerato. Granada.

! Fray Luis de Ledn escribié este poema en el que mete en el mismo saco, con
acierto, el aprendizaje y la ensefianza. El poema dice asi: “De nuevo, oh Salamanca, /
estoy aqui de la prisién salido, [ la frente toda blanca, | el cuerpo envejecido, / jsi las
canas me hiciesen mds temido! // sosegado ya un tanto / vuelvo a emprender la via
abandonada / sin rencor ni quebranto, / (fe y vida estd salvada?, / jpues todo no ha
quedado en la estacada! [/ Maifiana hacia la Ciencia / seguiré sin sentir recelo alguno. /
Ni cargo de conciencia, / jdulce oficio oportuno / que ensefiar y aprender es todo unol, /
pero es camino largo / que hay que seguir tenaz con firme anhelo / a veces, cierto,
amargo |/ hasta romper el hielo, [ mds grato cuanto mds lejos del suelo, / jdulce ca-
mino locol, / jempresa mds feliz cuanto mds nueval, /| que si es cierto que el poco /
saber nos pone a prueba, / el mucho, si se alcanza, a Dios nos lleva”.
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2.° Adquirir una herramienta de trabajo.—Las Mateméticas son Tutiles,
ya que forman parte indispensable de las tecnologias modernas, desde el
microscopio electrénico hasta los viajes espaciales o los ordenadores. A l‘a
Fisica le resulta imprescindible y en menor medida al.rest.o de las discipli-
nas que quieren ser arropadas con el prestigio de la Ciencia.

Galileo decfa que el libro de la Naturaleza estaba esc.rito en le_nguaje ma-
temético ... y la Naturaleza se extiende por doquier. Puig Adam —maestro,
entre otras cosas, de la Pedagogia de la situacién— afirmaba con toda razén
que los tnicos conocimientos que 1o se aplican son los que no se tienen.
C. Sagan, en su libro Cosmos (edit. por Planeta), dice: “Los hombr’es han
evolucionado para admirarse de las cosas, comprender es una alegria y el
conocimiento es requisito esencial para la supervivencia. Nuestro futuro de-
pende del grado de comprensién del Cosmos”.

3> Alcanzar un goce estético.—Las Matemdticas son bellas, y la contem-
placién de la belleza constituye un alivio fundamental ante el problema de
la falta de inmortalidad y otros problemas de menor fuste. “En la actualidad
—dice G. Hardy— serfa quizéds dificil encontrar un hombre educado total-
mente insensible al atractivo estético de las Matemdticas... Las obras de
los matemdticos, como las de los poetas o las de los misicos deben ser be-
llas, pues las ideas deben estar engarzadas de modo armonioso, la belleza
es el primer test que ha de superar un texto matemdtico, pues no hay lugar
permanente en el mundo de las Matematicas feas”. Por su parte, Salvador
de Madariaga, en su discurso de ingreso en la Real Academia de la Lengua
-—que leyd siendo octogenario—, confiesa: “Acercdndome a los veinte afios
venia descubriendo a la vez la gran misica europea y la gran matematica
europea. Ahora bien, ocurria que dos de mis profesores de Matemdticas eran
geniales: Henri Poincaré y Henri Becquerel; pero como profesores eran tan
ineptos como lo hubiera sido Cristébal Colén como profesor de Geografia;
en cambio, hay en L’Ecole Polytecnique un profesor auxiliar, llamado Hum-
bert, dotado por la Naturaleza de un asombroso don de exposicién, que
hacia nuestras delicias con sus lecciones de Andlisis Algebraico. Y este es
mi primer encuentro con la divina realidad: que pronto me puse a comparar
mi goce al ofr a Humbert por la mafiana y mi goce al oir Bach o Beethoven
por la tarde, goces, me decia con asombro, que eran de idéntica indole...
Habia, pues, en el dlgebra un elemento estético indudable, y el atractivo
de las lecciones de Humbert consistia precisamente en el poder que le asistia
de ponerlo de manifiesto por su maestria en el arte de la exposicién” (en
este mismo discurso que, por cierto, lleva el titulo “De la belleza en la Cien-
cia”, define la belleza “como el resplandor de un objeto ~——cdsa o persona—
que se mira con amor”.

4. Ejercitar la mente—Los cantantes hacen gargarismos y los deportis-
tas yoga. Las Matemdticas proporcionan al homo sapiens un medio excelente
y barato de estar en forma. Platén, en el libro VII de La Repilblica, cuando
se refiere a la Aritmética dice: “Es tal que todo Arte y toda Ciencia tiene
que recurrir a ella. Incluso el Arte de la Guerra no puede dejarla de lado ...
El célculo y la aritmética son ciencias adecuadas para conducir a la ver-
dad ... Convendria, Glaucén, hacer esta ciencia obligatoria y persuadir a los
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mandatarios del Estado que emprendiesen su estudio y se aplicasen en é€l,
hasta que lleguen por pura inteligencia a penetrar en la naturaleza de los
nimeros no como los negociantes y vendedores, sino para extraer aplicacio-
nes para la guerra y para facilitar el paso del mundo sensible a la verdad
y a la esencia ... Tu ves, pues, amigo que estamos de enhorabuena con el
cardcter indispensable de esta ciencia porque es evidente que obliga al alma
a servirse de la pura inteligencia para alcanzar la verdad en ella ... Y no has
observado que los nacidos calculadores cogen al vuelo casi todas las ciencias
y que los espiritus lentos cuando han sido ejercitados e iniciados en el
cédlculo, por encima de otro beneficio, obtienen una mejora de la penetra-
cién de su espiritu ... Por esta razén no podemos olvidarla; por el contrario,
es necesario dirigir a ella los mejores espiritus”.

En lo que respecta a la creacién matemiética, que aunque “adelantada”
de la ensefianza y el aprendizaje es una cosa diferente a ellas, hay que decir
que dos son las razones esenciales que provocan su existencia:

1.°  La necesidad de resolver problemas de orden prdctico.—Histéricamen-
te, el “nacimiento” 2 de las Matemdticas se debe a ello y hoy en dfa la Fisica
sigue “provocando” la aparicién de interesantes problemas que desarrollan
las Matematicas, no sblo en cuanto los contenidos, sino también a los mé-
todos. Hay muchas ramas de las Mateméticas que se ven impulsadas en su
desarrollo por necesidades apremiantes de la vida diaria. Serfa tedioso poner
mil y un ejemplos para ilustrar estas afirmaciones que, en todo caso, quedan
reforzadas por el propio Hardy —matemdtico puro si los hay— que dijo:
“La Matemdtica pura es, tomada en conjunto, claramente mds 1til que la
aplicada. Un matemdtico puro lleva ventaja tanto por el lado estético como
por el préctico. Porque lo que es 1til, por encima de todo, es la técnica, y la
técnica matemdtica es ensefiada principalmente a través de las Matemdticas
puras”.

22  La satisfaccién de la curiosidad.—"“He tenido hijos y nietos —dice
Dieudonné— y veo que los crios se pasan el rato plantedndole a uno ejer-
cicios; ejercitando su sagacidad y curiosidad en enigmas, rompecabezas y
crucigramas, con una alegria que nada consigue enturbiar... Existe una es-
pecie de curiosidad natural e innata en el ser humano que le impulsa a la
resolucién de adivinanzas. Sin ir mds lejos, las nueve décimas partes de las
Matemdticas, a parte de las que tienen su origen en necesidades de orden
préctico, son debidas a la resolucién de adivinanzas” 3.

? Platén alude humoristicamente en La Republica al nacimiento de la aritmética
que se atribufa a Paldmedes, indicando que Agamendn en el sitic de Troya no sabia
cudntos pies tenia, ya que la invencién de Paldmedes no se habia llevado ain a efecto
y, en consecuencia, Agamendn no sabia contar (jcircunstancia verdaderamente terrible
para un general con tanta tropal).

* No hay matemdticas sin problemas., jInexplicable la politica educativa espafiola
de unos afios atrds contra los problemas! (Desaparicién de las pruebas de Revalida de
Bachillerato, idem pruebas de ingreso en las escuelas técnicas, idem en algunas oposi-
ciones para el ingreso en los cuerpos docentes...).
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II. Filosofias de las Matematicas

Tres son las principales filosofias de las Matemadticas: la platénica o idea-
lista, la formalista y la intuicionista o constructivista. Las tres corrientes
filos6ficas nacieron aproximadamente con el siglo en que vivimos y sus diver-
gencias no se han acabado todavia. Basta leer los articulos de Roger Apéry,
“Matemdtica Constructiva”, dictado en el Seminario de Filosofia y Mate-
mdticas de la Escuela Normal Superior de la Rue d’Ulm, de Paris, y de Jean
Dieudonné, ‘“Matemdticas vacfas y MatemAticas significativas” 4, para com-
probar hasta qué punto las espadas estdn en alto. Dice Apéry (intuicionista):
«Los formalistas pretenden conseguir mentalidades uniformes mediante la
ensefianza de las Matematicas modernas que consienten que los nifios crean
estar realizando una actividad matemdtica al rodear unos cuantos objetos
por un cordel en lugar de ensefiarles a contar, a calcular y a examinar las
propiedades de las figuras. Los formalistas han creado un dios matemético
(se refiere al grupo Bourbaki) integrado por varias personas que tratan de
asegurarse la inmortalidad renunciando peridédicamente sus miembros y reve-
lando periédicamente las “buenas” definiciones y las “buenas” teorfas».

Los formalistas han extirpado la intuicidén al rechazar la utilizacién de
figuras en la ensefianza 3.

Por su parte, Dieudonné: “Existe una tendencia a consagrar gran nimero
de estudios detallados a las corrientes de ideas heterodoxas, como el intui-
cionismo, que no influyen sobre mas de un matemdatico de cada cien, igno-
rando lo que hacen los noventa y nueve restantes. Cierto que es legitimo
sienta curiosidad por conocer y analizar todas las opiniones, pero no me
parece que ésta sea la mejor manera de hacer epistemologia; se tendria una
visién muy deformada de los viajes si uno se limitara a consultar a las sectas
religiosas que todavia creen que la Tierra es plana”.

Estas referencias mutuas recuerdan otras de hace medio siglo cuando
Couturat decfa: ““La logistica da alas a la invencién”, y Poincaré le retrucaba:
“Hace tiempo que tenéis alas y todavia no habéis volado” S.

Las filosoffas de las mateméticas surgieron a raiz de la crisis de querer
fundamentar sélidamente las Matemdticas para que éstas resistieran a toda
antinomia. El edificio matemdtico ya era enorme y habia que evitar sustos.
Lo cierto es que entonces y ahora una buena parte de los matemdticos conti-

* Recogidos en un libro editado en 1984 por Tusquets, editores, que lleva por titulo
Pensar la Matemdtica.

* En nuestro pais alcanzé hace afios una gran difusién el libro de J. Dieudonné, Al-
gebra lineal y Geometria elemental, que fue publicado por Selecciones Cientificas e iba
dirigido a bachilleres brillantes. En dicho libro no aparece ninguna figura. El autor
advierte en el prélogo que ni un bachiller de cada 1.000 entienden el libro sin ayuda,
pero esta circunstancia no perturba el pulso del autor, que considera que en todo caso
los textos de dificil lectura estimulan al lector y revelan el ingenio del autor. —Habria
que recordar a Dieudonné que no es la misma proporcién ni un bachiller de cada 1.000,
que ni un bachiller de cada 100.000—.

¢ O en otra ocasién cuando dijo: “La Légica ya no es estéril, ha engendrado la
contradiccion”.
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nuaron imperturbablemente produciendo matematicas sin preocuparse de que
su trabajo podia ser inutilizado. Y esta manera de pensar ha trascendido
a los‘ usuarios menores de la Matemaética que desconocen en buen niimero
lq crisis habida en los fundamentos y en el mejor de los casos sélo ven las
d15t}ntas escuelas filoséficas, posturas posibles ante las Matemdticas que
definen a grandes rasgos la relacién del individuo con el legado histérico
de las Matemiticas y con las Matematicas que espera encontrar en el futuro.

Es facil encontrar diccionarios de Matematicas tan completos como el de
F. Yera (edit. por Kapelusz) o el recientemente aparecido de Bouvier-George
(edit. por Akal) que no traen una palabra del asunto. (Y el propio libro de
Mar:;vall, Filosofia de las Matemdticas, edit. por Dossat, no habla nada de
esto.

Cualquiera de las tres filosofias sefialadas tiene su atractivo innegable
'y es bueno conocer a grandes rasgos en qué consisten y quiénes militaron
o militan en ellas, aunque sélo sea para ver cuél es la que mds se acerca a la
peculiar y personal manera de concebir las matematicas que uno tiene —con-
secuencia del entorno y de algo que llevamos dentro— o para aumentar en
el entusiasmo por las Matemdticas después de abrazar tal o cual credo filo-
séfico.

Los rasgos mencionados son:

t) Platonistas o idealistas (Bolzano, Frege, Russell, Cantor, Hermite, Le-
besgue, Hadamard...).

Existen todos los nimeros reales, todas las funciones que puedan pen-
sarse..., con independencia de los hombres que sélo pueden llegar a definir
algunas. Toda pregunta relativa a un ente matemdtico y siempre que esté
bien formulada tiene una respuesta afirmativa o negativa (aunque sea impo-
sible en el momento de formularla contestarla, pero un espiritu infinitamente
sabio sabe la respuesta). “La mds excelsa perfeccién de Dios —dice Cantor—
reside en la posibilidad de crear un conjunto infinito y su inmensa bondad
le lleva a crearlo”.

1t) Formalistas (Hilbert, Bourbaki...).

Se preocupan de la no contradiccién de forma obsesiva y la admiten como
casi sindénima a existencia. La preocupacién por la légica que tenia Hilbert ha
ido remitiendo notablemente en los tiempos modernos, sobre todo tras las
aportaciones de Godel, que invalidaron el programa de fundamentacién de
las Matemadticas proyectado por Hilbert y esto hace que distingan mucho
la matemitica de la metamatemdtica (que dejan para los ldgicos).

Distancian mucho las Matemadticas de las otras disciplinas y piensan que
la razén de ser las Matemdticas tan ttiles a las demds ciencias es debido
a una “armonia preestablecida” (Leibnitz) o a un “milagro” (Bourbaki). Las
Matematicas que existen son las que han sido escritas y no las que estdn
sobrevolando nuestras cabezas (como admiten los idealistas). Estdn muy con-
tentos de s{ mismos (jy muy descontentos de los demas!). Desconfian nota-
blemente de la intuicién.

¢Matematicas?...

167



PNREM /7

#i) Intuicionistas (Poincaré, Borel, Brower, Weyl, Apéry...).

Los entes matemdticos aparecen porque el matemdtico los define.‘ Des-
confian del axioma de libre eleccién y del razonamiento por redpcmén al
absurdo. Las reglas de deduccién con las que razona el matémético deben
estar especificadas explicitamente. Un texto matemdtico se lee con l_a pluma
en la mano. “La actividad matemdtica comporta —dice humoristicamente
Apéry— 5 % de inspiracién y 95 % de transpiracién”.

III. Matemadticas y juegos

Existe una relacién muy estrecha entre Matematicas y juegos, esto queda
probado viendo el desarrollo de la Teoria de juegos (aunque no todos los
juegos sdn matematizables o de su matematizaciéon no se saque provecho
alguno). Para jugar se necesitan unos jugadores, unas reglas de juego, un
“tablero” de juego, un manual de estrategias, un ambiente de juego... y em-
pezar a jugar. No todos estos elementos son igualmente necesarios; se puede
prescindir del “tablero” como hacen los jugadores de ajedrez que juegan a
ciegas o sustituir algin jugador por una méquina electrénica o dedicarse
a analizar las reglas. En todo caso, los jugadores estin abstraidos y ponen
toda su atencién en el juego prescindiendo de todo lo demds. Para que los
juegos sean “jugables”, las reglas deben haber sido formuladas de forma
que el juego se acabe en un tiempo razonable (o alcance su culminacién
o momento en que se prevé el resultado del mismo suponiendo que los juga-
dores jueguen bien) y previendo todas las situaciones posiblés que se puedan
presentar para poder siempre saber qué hacer. Asimismo, en un juego bi-
personal no puede darse el caso de que en una partida y en un determinado
estado del juego se dé por ganador al jugador A y en otra partida y con el
mismo estado de juego se dé por ganador al jugador B.

En el siglo xix, y como consecuencia de la aparicién de las geometrias no
euclidianas (1829, Lobatchevski; 1832, Janos Bolyai, y 1850, Riemann), la
axiomatica de Euclides perdid el caracter de axiomdtica verdadera. No obs-
tante conservd la otra caracteristica por la que era admirada, esto es la de
ser una construccién racional perfecta. Pero ese status también era exten-
sivo a las axiomdticas no euclideas que acababan de nacer. El apriorismo
de Kant quedaba desvanecido al igual que la frase que hiciera a medias con
Platén, “sélo Dios hace Geometria, pero de acuerdo con la axiomitica eucli-
dea”, y con ello nacié una concepcién lidica de las axiomaticas y a fortiori
de las Matematicas (al ser el método axiomético el método por excelencia
de esta ciencia y definitivo para asegurarse el haber ido por el buen camino).

Los axiomas pasaron a concebirse como arbitrarios puntos de partida,
igualmente que lo son estados iniciales de los juegos. Nadie pregunta si el
ajedrez serfa mds verdadero cambiando la posicién inicial de los caballos
por la de las torres o si se moviesen de forma diferente a como lo hacen.
Podria concebirse forzando la similitud que una partida jugada por un ma-
tematico consistiria, dado un tiempo finito, una axiomatica Yy unos teoremas
deducidos de ella, en afiadir uno nuevo siguiendo unas reglas de juego (16-
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gica). Una rama axiomatizada de las Matematicas apareceria como la expre-

§ion e§crita de un juego hecho por uno o varios matematicos. (;Un juego
interminable!).

“Podemos situar a principios de siglo —dice Fraissé— el apogeo de la
concepcién ludica de las axiomdticas. Hablemos ahora de su decadencia que
se acelera a partir de la explosién provocada por los grandes descubrimientos
légicos de los afios treinta de nuestro siglo. Parece que el surgimiento de
difc_erencias entre axiomdticas y juegos estd vinculado con el desarrollo y pos-
terior hegemonia de la semdntica, en detrimento de la sintaxis. Por analogia
con la sintaxis gramatical, la sintaxis légica es el estudio de la formalizacidn,
de la estructura de las férmulas y de las reglas de deduccién inmediata de
una férmula a partir de otra o de varias otras. Desde el punto de vista sin-
tactico, una teorfa matemdtica se reduce, en lineas generales, a un sistema
formal cuyas consecuencias se desarrollan por la aplicacién de reglas forma-
les de deduccién sin preocuparse por el significado de la férmula’.

“La semdntica —contintda Fraissé—, por el contrario, a ejemplo de los
filésofos y lingiiistas se centra en el estudio de la significacién de las fér-
mulas. Desde el punto de vista seméntico, el estudio de una teoria exige,
por una parte, la representacién de las férmulas, consideradas ellas mismas
como entidades matemdticas con igual derecho que un ndmero o un punto;
por otra parte, requiere que se defina el valor de verdad de cada férmula.
Ello acarrea la representacién de toda teorfa en otra llamada metateorfa,
que no es, por lo demds, de naturaleza diferente a la de la teorfa inicial
¥ que, por consiguiente, es a su vez representable en una segunda metateoria,
y asi sucesivamente”.

No es preciso insistir en el hecho de que no se puede hablar en términos
de semantica versus sintaxis y al margen de que existan matemdticos (o lo-
gico-matemdticos) que se inclinan hacia uno u otro campo puede decirse que
la semadntica se ha desarrollado en parte y ha logrado “‘absorber” a la sintaxis
a fuerza de profundizar en esta dltima.

En ocasiones el intento de demostrar la consistencia interna de una axio-
madtica (problema sintictico) se reduce a encontrar un modelo de tal axiomd-
tica que sea tan consistente como otro modelo conocido (problema semén-
tico). Se ha comparado los descubrimientos hechos en una teorfa por estudio
de la metateoria (recurso semdntico por excelencia en el que Godel fue un
maestro absoluto) con el efectuado por Galois cuando se le ocurrid trasladar
“por representacién” el problema de la existencia o no de soluciones por ra-
dicales de la ecuacién quintica a la teoria de grupos (entonces en ciernes).

Las Matemadticas, en suma, son una cosa y los juegos son otra. Para zanjar
toda posible duda basta observar dos hechos:

1.2 Que en juegos no existe el metajuego. La teoria de juegos, que podria
alcanzar tal rango, no es un juego como tampoco lo es la programacién
que uno hace para poder jugar al parchis con su microordenador junto al
brasero doméstico.

2.° Los jugadores, conociendo las reglas del juego, pueden jugar. Los ma-
teméticos, con sélo el conocimiento de las reglas de deduccién —cosa mas di-
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ficil por pertenecer a la metateoria que es mads sutil que la teorfa— no pueden
lanzarse a obtener ni siquiera deducciones inmediatas.

Llegado a este punto y una vez consumado el divorcio, por incompatibili-
dad de caracteres entre matematicas y juegos, es oportuno cualquier esfuer-
zo para que éste sea civilizado y queden como buenos amigos. Trataré en
el préximo pardgrafo de dar otra visién mds indulgente y divertida —condi-
cién sine quae non del juego-— del sentido lidico de las Matemdticas.

IV. Matemaiticas de sustento y Matematicas de divertimento

Ademds de la literatura matemdtica que aparece en los libros de texto
en uso, o en desuso, y en las revistas especializadas (fuentes nutricias de la
renovacién de los libros) —corpus que constituyen toda la Matemadtica
segin los formalistas— y que ha sido redactada para mayor gloria de la Cien-
cia por sabios investigadores o docentes de renombre y a la que podria lla-
marsele Matemaiticas de sustento, existe otra literatura mds ligera que algu-
nos proscriben, por exigencias del guién o por olvido, y tratan como si de
una subcultura se tratase, es la llamada Matemadticas recreativas o de diver-
timento. A medio camino entre la una y la otra se encuentra la literatura
de divulgacién o popularizacién cientifica, que logra los fines que pretende
si enriquece a sus autores y editores, es decir, si se sustancia en libros que
se convierten en best sellers.

Siempre me han producido impresién los epitetos que se aplican a las
Matemiticas y que tratan de dividirlas en dos clases disjuntas. He aqui una
muestra de botones:

— Matemiticas finitas y no finitas (o infinitesimales).
— Matemdticas elementales y superiores.

— Matemadticas puras y aplicadas.

— Matemdticas bourbdkicas o no bourbdkicas.

— Matemadticas dtiles e indtiles (7).

— Matemadtica moderna y cldsica (jen singular!).

— Matemdticas triviales y significativas.

— Matemdticas recreativas y serias.

iQué dificil marcar los limites de separacién en ciertas clasificaciones di-
cotémicas! (si es que tales limites existen).

En el caso de las Matemadticas recreativas y no recreativas se puede alegar
que su lenguaje e incluso los modos de razonamiento empleados usualmente
son recreativos, aunque sélo sea por comparacién con los ordinarios (en
Matematicas encontramos gran cantidad de palabras con un significado espe-
cifico distinto del empleado por el hombre de la calle; p. ej., existen con-
juntos con un solo elemento o con ninguno, espacios abiertos y cerrados
a la vez o relaciones simétricas y antisimétricas, jsituaciones que serian insé-
litas en una puerta o en un mueblel).
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El matemdtico tiene el privilegio de poder jugar a ser matemdatico en
algunas conversaciones de su vida diaria, sin mas que precisar con sensibili-
dad matemdtica las informaciones que recibe (un interesante ejemplo puede
verse en el libro de Stewart, Concepts of Modern Matematics, traducido por
Alianza, en el que tres cientificos, uno de ellos matematico, viajan por Es-
cocia en tren y ven a una vaca pastando que tiene la parte de piel que deja
ver a sus observadores negra; el matematico, tras una larga discusién —-inun-
ca demasiado larga por tener lugar en un tren!—, concluye: “En Escocia, al
menos; hay una vaca que, al menos, tiene un lado negro”).

Los ejemplos siguientes pueden ser llevados a la practica por el amable
lector en su propio circulo de actividad sin tener que viajar a Escocia. Es-
tos son:

— Sugerir a un padre que haya dicho a su hijo aquello de “si apruebas
te compraré una bicicleta”, que puede regaldrsela sin menoscabo de
su prestigio y su palabra aunque el nifio haya sido calabaceado.

— Recomendar a la Jefatura de Tréfico que retire las sefiales de curvas
peligrosas, que hace que los conductores reduzcan la velocidad al to-
marlas dejando sin valor la peligrosidad anunciada... y si hacen caso
reclamar que las pongan (la sefial de trfico mas peligrosa que conozco
es la que reza a la salida de los tuneles, “apagar la luz de cruce”,
especialmente cuando el tunel lo atravieso de noche).

— Advertir al presidente de la Comunidad de vecinos que cuando se
vea en la obligacién de agradar a tirios y troyanos (es decir, siempre)
diga: “No puedo desautorizar tal o cual obra”, ya que en el lenguaje
juridico y ordinario, al contrario de lo que ocurre en el l4gico, negar
dos veces no es afirmar; y en consecuencia no desautorizar una obra
para los que la pretendan efectuar serd una respuesta satisfactoria,
mientras el resto dird: “{No ha podido autorizarlal”.

Prescindiendo de la “forma”, si ello es posible, y atendiendo sélo al
contenido, hay ciertos temas que se han calificado recreativos por antono-
masia (mosaicos, ver el libro de Coxeter, Fundamentos de la Geometria, pu-
blicado por Limusa; paradojas, problemas de Teorfa de Numeros —en espe-
cial el andlisis diofintico—, relojes, calendarios, topologia combinatoria...).
Algunos problemas surgidos como puro divertimento han dejado una huella
imborrable en la historia de las Matemadticas (el problema del lanzamiento
de dados del Caballero de Meré origin6é la fecunda correspondencia. entre
Fermat y Pascal, que marcan el nacimiento del Cdlculo de Probabilidades;
el problema de los puentes de Konigsberg hizo que Euler iniciase_la Topolo-
gfa; el problema de los cuatro colores propuesto por F. Guthrie en 1852
y resuelto por Appel y Haken en 1976, gracias al auxilio de un ordenador?
y los trabajos previos de Heesch, marca una nueva etapa en el concepto de
lo que se entiende por teorema demostrado). :

7 Esto le ha venido muy bien a los ordenadores tras el desprestigio que les acarreé
en 1970 Matijasevic, que resolvié negativamente el décimo problema que D. Hilbert
propuso en el II Congreso Internacional de Matemdticas celebrado en Paris, en 1900.
Este problema preguntaba: *“(Existe un algoritmo que permita decidir si una ecua-
cién diofintica posee o no soluciones?”,
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Sin embargo, el grueso de la Matematica recreativa, si se mide al peso,
es s6lo divertimento. En este séntido tienen que ver con la asociacién dispa-
ratada de cuestiones que estan de hecho muy alejadas entre si. Como ejem-
plo sugiero el siguiente, que relaciona el programa de TVE., “Un, Dos, Tres;
responda otra vez”, con los multiplicadores de Lagrange. Y como supongo
y espero, que el amigo lector, para su provecho, estd mds versado en la obra
del turinés autor de la Mecdnica Analitica que en los programas de TVE.;
y en todo caso, en previsién de que este articulo pueda ser leido dentro de
veinte afios, s6lo explicaré en qué consiste esencialmente el programa citado.
Se trata de unos concursantes que responden a tres tipos de preguntas. Lla-
maremos x al nimerc de preguntas respondidas del primer grupo, y al del
segundo y z al del tercero. Segin las reglas del programa el dinero ganado
asciende a 25 x* y - z. Se trata de calcular la forma mds rentable de distribuir
el nimero de preguntas en los tres grupos, sabiendo que el nimero total de
respuestas alcanza el valor N.

En simbolos:

f(x,y,z2)=25x-y-z
gEx,y,2)=25x-y-z+ A (Xy z—N)

3 3
B 0 =25yz 4N B —0=25xz 4 ;
[ oy

L& N
a—§=0=25xy+)\;x+y+z=Nﬁx=y=z=T

Se concluye, pues, que la estrategia Optima de los concursantes es la de
ser igualmente habiles en los tres tipos de preguntas (suponiendo que en
total se vayan a responder N preguntas). Es notorio que el desconocimiento
de la solucién de este problema por parte de los concursantes viene propor-
cionando pinglies beneficios a TVE., por lo que seria justo que pagase nues-
tro silencio con algln programa de divulgaciéon matemética.

V. Marketing matematico

Si queremos que un producto se consuma, incluso en el caso de las Ma-
temdticas, hay que promocionarlo, darle una envoltura especial que lo haga
atractivo a las personas que lo desconocen, hacerle propaganda. El esote-
rismo o el secreto profesional no van bien con las Matemadticas y los dioses
ya no castigan a nadie porque se vaya de la lengua y revele al resto de los
mortales algin teoremita —como le ocurrié a Filolao— (si bien es cierto que
deberfan tener algo previsto para los descubridores de la racionalidad del
nimero Pi o para los “demostradores” contumaces del tltimo teorema de
Fermat). La propaganda de un producto es licita cuando éste no provoque
un envenenamiento masivo y no esté contraindicado. Este es el caso de las
Matemadticas (que han sido comparadas con el arsénico).
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En nuestro pafs, y a pesar de la mejora experimentada de unos afios a
acd ¥ y de las estadisticas que revelan el mercado del trabajo, faltan mate-
maticos (de profesién, de vocacién yfo de aficién) y con toda seguridad es-
tamos en la cola de los pafses de la E. E. E. en cuanto a ntimero de matemi-
ticos por cada cien mil habitantes. En Francia, sin ir més lejos, amén de

un gran numero de revistas cientificas disponen de al menos una de humor
materadtico, lo cual tiene su gracia.

Las Matemaéticas, como las montafias o algunos monstruos mitolégicos
griegos (y a fortiori romanos), tienen dos caras. Una de ellas vertical, en-
hiesta, terribie para los nedfitos. La otra, accesible, llana y agradable. Existen
atajos y conexiones entre las caras; y aparte, claro estd, influyen las estacio-
nes (psicologfa del aprendizaje). Es buena la politica de ciertos profesores
(guias de esa excursién que supone todo curso, como decia Rey Pastor) de
colocar lo mds ficil de la asignatura al principio y al final, para entrar con
buen pie y dejar buen sabor de boca. Asimismo, ¢s prudente entremezclar
en el avance de la asignatura la ascensidén de los farallones con la suave
brisa de los matorrales y monte bajo {Matemdticas recreativas). Ciertamente,
en ocasiones la parada se hace en un campo de cardos y los chistes son
aburridisimos ®, pero otras veces se acierta y esto justifica el intento. Para
aumentar el nimero de éxitos (p) y en consecuencia disminuir el nimero de
fracasos (q), nada mds conveniente que hacer ejercicios para reforzar la
mémoria —evitando as{ olvidar alglin detalle que invalide el “divertimento”,
por e¢j., haberlo contado anteriormente— y aumentar la lectura —con prisa
y sin pausa— de libros de Matemdticas recreativas, que haberlos haylos.

Epilogo

En Londres tuve ocasién de conocer una historia que revela la impor-
tancia que debemos darle al proselitismo matematico (me la refirié mi ami-
go el profesor del Imperial College Eduardo Ortiz, que a su vez la supo
por Cotlar). Esta es la historia: Lanczos —matemadtico irlandés que colaboré
con Einstein en el aparato matemdtico que necesitaba para sus teorfas— se
consideraba a s{ mismo (con excesiva modestia) un matemdtico de segunda
fila y estaba maravillado de la capacidad matemética y de los resultados que
obtenfa Henri Poincaré; y solfa decir a sus discipulos y colaboradores que
era bueno que existiese gente aficionada a las Matematicas y profesionales
de media talla, que en el cultivo y aprendizaje de las Matematicas no so-
braba nadie aunque su capacidad fuese escasa, pues es facil que en medio c}e
un gran nimero de practicantes de las Matemdticas pueda surgir un genio

¢ M. pE UNaAMUNO: Amor y pedagogia, ed. por EspasajC_alpe. “—Qué estL_l@ias aho-
ra? | —Matemdticas. | —;Matematicas? Son como el arsénico; en bien dosificada re-
ceta, fortifican; administradas a todo pasto, matan”.

® Ramén Tamames, en la quinta edicién de su Introduccion a .la Economia Esga-
fiola, editado por Alianza, dice: “Un problema agudo y de gravisimas consecuencias
es el de la escasez de licenciados en Ciencias Fisicas y Exactgs, penuria que se_ deja
sentir en todo el sistema educativo espafiol a través de una casi catastrofica ensefianza
de las Matemdticas”.
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que produzca un avance significativo de las mismas. (jAlgo parecido a lo
que en Fisica nuclear se llama masa critical).

Las Matemadticas pueden ser utiles para soportar el dolor (Pascal, pensan-
do en la curva cicloide, perdié su dolor de muelas), el paso del tiempo (re-
leer un teorema conocido rejuvenece), las frustraciones sociales (en Matema-
ticas sélo existe un camino real, o si existen varios también son reales), etcé-
tera, etc., y para conocer disciplinas mas dificiles como la Filosofia, la His-
toria y la Literatura que estdn bajo la influencia de la compleja conducta hu-
mana (pues las Matemdticas ejercitan la capacidad de reflexién, de relacién
y de abstraccién con entes mds sencillos ciertamente que los seres vivos).

Las Matemadticas son una ciencia humana por excelencia!®; contra lo
que pudiera pensarse en una apreciacién superficial, estin enraizadas en la
cultura y en la historia (ya que las Matemdticas se desarrollan en el tiempo)
y su grandeza o servidumbre tienen mucho que ver con el nimero de culti-
vadores que posea. En esto tienen razdn los intuicionistas, no existen Mate-
mdticas sin matemdticos. “Los entes matemdticos —dice Apéry—, en tanto
que entes de razoén sdlo existen en el pensamiento del matemdtico y no en
un mundo platénico independiente de la mente humana”. De aqui la impor-
tancia de la ensefianza de las Matemadticas que forma la cantera de mate-
miticos y que dicha ensefianza no olvide el objetivo fundamental de trans-
mitir entusiasmo por las Matemadticas (jy aqui casi puede admitirse que el
fin justifica los medios!).

Para no caer en la arrogancia hay que convenir, en contra de lo que
G. Hardy declaraba en su precioso opusculo “A mathematician’s apology” 11,
que la Matemdtica ha facilitado la adquisicién de tecnologias que han pro-
ducido grandes desastres a la Humanidad y nos ha dejado un miedo cerval
ante su posible repeticién (explosiones nucleares de Hiroshima y Nagasaki,
por ejemplo), pero tales desastres han tenido mds que ver con las zonas oscu-
ras de la conducta humana que con las brillantes (productoras de la tecno-

logia mencionada). Del hombre, como terrible claro-oscuro del Universo, sélo
podemos esperar sorpresas.

Mientras tanto, y como alivio ante un holocausto nuclear, qué grato oir
decir “a tout venant”:

“¢Matemdticas? Si, gracias.”

® Sin que eso deje sin valor la concepcién cldsica del término Ciencias Humanas
que se aplica a la Sociologfa, Psicologia, Derecho..., explicable cuando se quieren ma-

tizar la metodologia que se utiliza en contraste con otro tipo de ciencias entre las que
se cuentan las Matemadticas.

" Traducido al castellano por la Edit. Ariel.
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Numeros reales construibles

Juan Manuel MATEQ CHARRIS *

El mayor problema con que nos encontramos en nuestra labor de ensefian-
tes es la postura pasiva, e incluso negativa, ante las matemdticas que toman
la generalidad de los alumnos de B.U.P.

Las causas son varias, pero la fundamental es la ausencia de motivacién
en los contenidos de los que se informa, de los que ademis se exige un ma-
nejo conciso y claro. Esta falta de motivacién es particularmente grave en
1.> de B.U.P.

Los alumnos de 1.°, como adolescentes que son, estdn muy poco intere-
sados en conceptos de tan escasa relacién con la realidad como los polinomios
o los complejos, valga el ejemplo, y mucho menos por la rutina de las opera-
ciones.

_ Sin embargo, los adolescentes muestran una cierta inquietud producida
por la necesidad de jugar, y a juegos que ellos entienden como inteligentes.
Un ejemplo: Hace unos meses aparecieron en El Pais las reglas de un nuevo
(o viejo) juego topoldgico ideado por matemdticos de la Universidad de Cam-
bridge. Pues bien, a los pocos dias me encontré, al entrar en clase, con varias
alumnas jugando partidas en la pizarra. Las “jugadoras” no se distinguen
especialmente por su interés en las matemdticas, sino mas bien por su aver-
sién a ellas. Y es evidente que el juego en cuestién tiene muchos valores
formativos.

Por otra parte, es patente la fascinacién de los alumnos por las calcula-
doras de bolsillo. El manejo de éstas es considerado como un juego, hasta el
punto de entablarse auténticas competiciones entre alumnos que se vanaglo-
rian de saber sacar el maximo partido a su calculadora. ;Y no son precisas
buenas nociones de 16gica, e incluso de calculo, para poder manejar correcta-
mente una calculadora?

* Catedrdtico de matemdticas del I. B, “Jiménez de la Espada”, de Cartagena.
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Pasemos al juego de moda: los juegos electrdnicos. Cuando nuestros alum-
nos destruyen naves marcianas estdn desarrollando no sélo sus reflejos,
sino también su intuicidn geométrica, pues existe claramente geometria en
la adivinacién de una interseccién entre dos lineas. En este sentido, la pan-
talla de un televisor y una lamina de papel en la que se trazan rectas que se
cortan son curiosamente semejantes.

En definitiva, nuestros alumnos sdlo se interesardn por la matemdtica si
se les plantea de forma recreativa y actual, y creo por tanto que en pocos
temas podriamos realmente interesarlos, en un mundo invadido por la elec-
trénica, salvo en la informdtica y en la geometria, por lo que tiene de visual,
pues no en vano vivimos en plena civilizacién de la imagen.

Pero asi como la informadtica sélo tiene futuro, la geometria sélo tiene
pasado, y su futuro dependerd de su capacidad de adaptacién a los nuevos
tiempos.

La geometria ha ido desapareciendo progresivamente de la ensenanza me-
dia. Se ha ido condensando con el tiempo, y ha ganado en generalidad y en
coherencia (para un matemadtico), pero ha perdido aplicabilidad para el alum-
no. No nos engafiemos: la vieja geometria del tridngulo, de las construccio-
nes, no podrd volver a menos que su estudio se incentive de acuerdo con
los intereses del alumno.

Siguiendo esta linea voy a introducir los numeros reales construibles con
regla y compas para 1.° de B. U.P.

La idea general del tema me ha sido proporcionada por los mismos alum-
nos, que una vez construidos los reales, establecen una diferencia muy clara

entre numeros como 4 2 & 4 3 que saben dibujar y nimeros como 7, que
la teorfa asegura que estdn en la recta, pero que no saben dibujar ¢on ins-
trumentos comunes.

Ello nos lleva al problema de las construcciones con regla y compds, tema
superior desde luego, pero que con los necesarios recortes puede adaptarse
para los alumnos de este nivel.

Su interés es indudable:

a) Se construye de esta manera un cuerpo mds amplio que el de los ra-
cionales y contenido en los reales.

b) Se trata de un cuerpo obtenido mediante operaciones de definicién
geométrica.

¢) Una vez establecidos los axiomas, todas las construcciones se obtie-
nen légicamente a partir de dichos axiomas. Constituye un primer
contacto del alumno con el método axiomético, propio de la geo-
metria.
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Desarrollo de]l tema

) I. Se invita a] alumno a participar en un juego: dibujar puntos utilizando
sélo regla y comp4s. Los puntos asi dibujados los llamaremos construibles,
y se obtienen como interseccién de rectas, de circulos y rectas, y de circulos.
Una recta se podra dibujar si contiene dos puntos construibles, y una cir-
cunferencia se podra dibujar si su centro es un punto construible, y el radio
es un segmento de exXtremos construibles.

Precisando, resultan los siguientes axiomas de constructibilidad.
1. Existen dos puntos del plano construibles.
2. La recta que pasa por dos puntos construibles es construible.
Ax. 3. El circulo de centro y radio construible es construible.
4

Los puntos de interseccién de rectas construibles son construi-
bles.

Ax. 5. Los puntos de interseccién de circulos construibles son construi-
bles.

Ax. 6. Los puntos de interseccién de rectas y circulos construibles son
construibles.

(El Ax. 1 es necesario para empezar a construir. Los otros son las reglas
de juego. Es fécil ver que es un sistema “completo” de axiomas).

II. Al cabo de poco tiempo los alumnos han construido una serie de
puntos. Los mds aventajados habridn construido, quizds, el punto medio de
un segmento, o el circulo que pasa por tres puntos.

Es el momento de advertirles la necesidad de una sistematizacién de las
construcciones. Resultan, pues, los siguientes teoremas reducidos exclusiva-
mente de los axiomas.

Teorema 1. La recta paralela a una recta construible r que pasa por un
punto construible A es construible.

Demostracion: Basta tomar los dos puntos construibles B y C que, como
minimo tiene r, y trazar los circulos de centro A y radio BC, y de centro C
y radio AB. Se cortardn en un punto D construible. La recta que pasa por
A y D es, obviamente, la paralela a r buscada.

Teorema 2. La mediatriz de un segmento construible es construible.

Demostracion: _Sea el segmento AB construible. Los circulos de centros
Ay B, y radio AB se cortan en dos puntos C y D construibles. La recta que
pasa por C y D es la mediatriz del segmento AB.

Teorema 3. El circulo qué pasa por tres puntos construibles A, B y C
no situados en linea recta, es construible.
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Demostracion (conocida del alumno por la asignatura de dibujo): Basta
trazar las mediatrices de los segmentos AB y BC, que se cortardn en un
punto D. El circulo de centro D y radio AD es construible y pasa evidente-
mente por A, By C.

III. Con estos tres teoremas las posibilidades de construccién de puntos
aumentan considerablemente.

Es el momento de plantear la posibilidad de asignarle a cada punto cons-
truido un par de coordenadas. Para ello, necesitariamos un sistema de ejes
cartesiano-rectangulares construibles.

Teorema 4. Existe al menos un sistema de ejes cartesiano-rectangulares
construibles.

Demostracion: Consideramos dos puntos construibles A y B. La recta AB
y el circulo de centro A y radio AB_se cortan en dos puntos B y B’. Constru-
yamos la mediatriz del segmento BB’

El sistema de ejes cartesiano- rectangulares queda determinado tomando
la recta que pasa por A y B como eje X, la mediatriz del segmento BB’ como
eje Y, y el segmento AB como unidad de medida.

Una vez coordenado el plano (la determinacién de las coordenadas de
un punto construible es puramente tedrica, aunque utilizando resultados
elementales de geometria métrica, el alumno puede averiguar las coordena-
das de algunos puntos construibles), planteamos la reduccién de la construc-
cién del punto P(a,b) a la de sus proyecciones P’ (a,0) y P’ (0, b) sobre
los ejes X e Y. Nos lo asegura el siguiente teorema:

Teorema 5. El punto de coordenadas (a, b) es construible si y sélo si
los puntos de coordenadas (a, () y (0, b) (proyecciones sobre los ejes) son
construibles.

Demostracién: La demostracion es trivial. Si P{a, b) es construible, sus
paralelas a los ejes lo son, y sus intersecciones con ellos determinan P (a,0)
y P” (0, b), respectivamente.

Reciprocamente, si P'{a,0) y P” (0, b) son construibles, la paralela al eje

Y por P, y la paralela al eje X por P” son construibles, y su interseccién es
P(a,b)

IV. La correspondencia biyectiva entre el conjunto de niimeros reales
y el conjunto de puntos del plano de coordenadas P(a,0) (eje X) definida
de modo obvio

f:R— X
a—> Pa,0

motiva la siguiente
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Definicidn.—Un ndmero real a es construible si el punto P (a,0) es cons-
truible.

Hecha la identificacién anterior queda claro que construir nimeros rea-
les equivale a construir sus répresentaciones sobre una recta graduada, y es
evidente que la eleccién de dicha recta es irrelevante, aunque por motivos
“técnicos” supondremos que es el eje X.

Los numeros reales construibles, como reales que son, participan de las
propiedades de las operaciones definidas en R, esto es, suma y producto, pero
dados a y b numeros reales construibles, aunque existen ¢ + b y a+b, no
se puede asegurar en principio que sean construibles.

Vamos a comprobar que si es cierto, es decir, que a partir de dos nlimeros
reales construibles ¢ y b pueden construirse también a + b y a-b.

Es evidente que tales construcciones se pueden considerar definiciones de
dos operaciones suma y producto, en R, operaciones que se definen geomé-
tricamente (las primeras conocidas de! alumno) y que resultan compatibles
con la suma y producto de reales.

Mais aun, dado cualquier @€ R es posible construir —a y a7 (si a % 0),
con lo que tendremos

— Un conjunto RcC R y dos operaciones + ; restricciones de las ope-
raciones suma y producto de R, tal que:

a) (R¢,+) grupo abeliano.
b) (Rc.—{0},.) grupo abeliano.

c) Se verifica la propiedad distributiva del producto respecto a la
suma, pues Rs C R.

En resumen, (R¢, + ,.) es un cuerpo conmutativo (subcuerpo de R).

La razén de c) es vdlida para comprobar las propiedades conmutativa
y asociativa de la suma y el producto en Re.

Proposicién 1—Si a y b son reales construibles, también lo es a + b.

Demostracidn: Sean a y b nimeros reales construibles, entonces son cons-
truibles P(a,0) y P’ (b, 0).

Trazamos un circulo de centro P y radio JP, que cortard al eje X en
dos puntos P” y p’’ situados, respectivamente, a izquierda y derecha de P.
Es evidente que si b~ ¢, entonces P"'(a+ b,0) y si b<0, entonces P”
(a+ b,0.

Proposicién 2.—Si a es construible, —a es también construible.”

Demostracién:_Si a es construible, lo es P(a, (). Trazamos el circulo de
centro 0 y radio OP, que corta al eje X en P y p'. Entonces, P'(—a,0).

Proposicién 3.—Si a y b son construibles, entonces a- b es construible.

Demostracion: Basta con demostrar la proposicién para el caso a>0,
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b>0.Sia=0 048 b=0 es trivial. Si alguno de ellos es negativo basta con
tener en cuenta la regla de los signos y aplicar la proposicién anterior.

Supongamos entonces a v b construibles y, por tanto, A («z,0), B(b,0)
construibles. Los puntos A’ (0,a), B'(0, —b) y P(—1,0) son evidentemente
construibles, y como no estdn alineados, el circulo que pasa por A, B’y P es
construible y cortard al eje X en un nuevo punto C, de coordenadas (@ b, 0).

P':(a»“.o)
0 ooy Plas)
byo
f(bo) . Pao
) 0 ?"’(rad-,o) - ' X
b<o

Figura 1

Nota: La justificacién de que C tiene coordenadas (a-b,0) exige el co-
nocimiento de los adngulos inscritos en una circunferencia, as{ como de la
semejanza de tridngulos, temas del antiguo bachillerato elemental, pero que
no sé si seran conocidos del alumno de 1.°.

En efecto, los tridngulos OPA’ y 0B’C son semejantes porque:

a) Son rectangulos.
b) LA’PO =L A’B’C, por estar inscritos en la circunferencia y abarcar el
mismo arco.
Luego se verifica oA oP es decir, O0C b=C ti
r = , es decir, =q- or-
g 7 05 r a iene coor

denadas (a- b, 0).

Proposicion 4—Si a7 O es construible, también lo es 1/a.

Demostracion: En efecto, el circulo que pasa por los puntos construibles
A@,1), B@,—1)y P(~a,0) cortard el eje X en otro punto P’ de coorde-
nadas (I/a, 0). La justificacién es andloga a la de la proposicién anterior.
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8(5,0) A{a.o)

Figura 2

N 0 el

J

Figura 3
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AO,)

P'( fa) (a0

P("‘(o) 0

B (0]\\

Figura 4

V. Consideraciones finales.
;Qué numeros reales son construibles con regla y compas?

a) Es evidente que lo son todos los enteros y todos los racionales, y para
ello basta con utilizar las construcciones de las cuatro proposiciones anterio-
res (se puede proponer al alumno que construya el nimero racional m/n, en
algunos casos sencillos, por supuesto).

b) También lo son algunos irracionales. Como ejercicio se puede propo-

ner la construccién de 4/ 2, y de este modo descubrira el alumno que ne-
cesita usar més la regla y el compds de lo que esperaba.

Reiterando el proceso se puede construir 4/ n, donde n es un nimero
natural.

¢) Por aplicacién de las proposiciones 1,2,3,4, se puede construir
cualquier nimero real que se exprese como una operacién ‘“‘racional” (sumas,
restas, productos y cocientes) de nimeros racionales y raices cuadradas de
dichos numeros racionales. E incluso, mds atin, con raices de indice una po-
tencia de dos, aunque esto ya no estd al alcance del alumno de ningin modo.

d) Desgraciadamente no podemos seguir mds adelante, y no podremos
hacer comprender al alumno que no todos los nimeros reales son construi-
bles. Ya conociamos el caso de 7.
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No hay que ir tan lejos. Un nimero real tan sencillo para el alumno (acos-

tumbrado a operar con radicales) como \/ 2 tampoco es construible, Y este
nimero estd directamente relacionado con la famosa duplicacién del cubo,
imposible con regla y compas. Ya sélo queda hablar un poco de los clésicos
teoremas de construcciones y de las fecundas ramas de la matemidtica que
han nacido al intentar resolverlas, lo que demuestra, una vez mds, que la
matematica entra por los ojos y después se hace abstraccion.
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Combinatoria, hoy

Sugerencias diddcticas

Miguel DE GUZMAN *

La figura de Pedro Puig Adam destaca sefieramente entre los matemd-
ticos de nuestro pafs que se han preocupado por la calidad de nuestra ense-
flanza matematica. Su personalidad armoniosa, su sentido estético, su buen
gusto matematico, dieron a sus orientaciones diddcticas un acierto integra-
dor dificilmente repetible. Quiero aprovechar la oportunidad que me brindan
los coordinadores de este nimero monogrifico de la Nueva revista de en-
serianzas medias dedicado a su memoria, para reconocer y agradecer la gran
influencia que sobre mi ejercié a través de sus magnificos textos de Segunda
Ensefianza escritos en colaboracién con Julio Rey Pastor, y a través de sus
textos de Geometrfa Métrica y Proyectiva, que también estudié a fondo con
mucho agrado.

¢Qué es la combinatoria?

La combinatoria es un conjunto abigarrado de métodos y resultados con
los que se trata de responder a preguntas del siguiente cariz: ¢(Cémo y de
cudntas maneras diferentes se puede realizar una cierta operacién que nos
proponemos?

Es claro que tal pregunta tiene que estar en la base misma de cualquier
intento de racionalizacién matemdtica de la realidad y, en efecto, la combi-
natoria, junto con la teorfa de ndmeros, es la disciplina matemdtica mas
antigua. Sus comienzos suelen situarse nada menos que hacia el afo 2.200
a. de C,, con el libro chino | Ching (Libro de los cambios), donde aparecen
por primera vez cuadrados mdgicos, asi como enumeraciones de las combina-
ciones de los dos simbolos, yang, masculino, y ying, femenino, con significa-
ciones religiosas diferentes.

* Catedrdtico de la Universidad Complutense de Madrid.
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Es obvio también que, por su misma naturaleza, la combinatoria ha de
invadir un enorme ndmero de disciplinas, tedricas y aplicadas, donde el ob-
jeto de estudio depende fundamentalmente de los diferentes modos en que
ciertos elementos de la estructura en cuestién interaccionan. Por ello no es
sorprendente en absoluto oir invocar resultados de combinatoria y ver esti-
mulado su desarrollo desde campos tan diversos como los siguientes: mate-
mitica discreta para la programacién de ordenadores, disefio de experimentos,
biologia molecular, teoria de secuenciacién (scheduling theory) para el buen
funcionamiento de una fibrica o empresa, 16gica, economia matematica, teoria
de redes, cristalografia, mecanica estadfstica, teoria de grafos, geometria com-
binatoria...

La parte de la combinatoria que tradicionalmente se ensefia entre nos-
otros en el nivel secundario no es sino la punta visible de un enorme iceberg.
Existen, como veremos en las péginas que siguen, resultados mds profundos
y tan sencillos, o mds, como los que se suelen explicar que presentan un
interés extraordinario por la enorme variedad de problemas de muy distinta
indole que permiten resolver.

La combinatoria, como la teoria elemental de numeros, se ha atrofiado
notablemente en nuestra Ensefianza Primaria y Secundaria, siendo asi que
su simplicidad, su profundidad y su interés préctico, deberian haber hecho
de ella un campo privilegiado del razonamiento matematico. No ha sido asi
en otros muchos paises donde tales materias, junto con la Geometria Ele-
mental, constituyen el nicleo basico de ideas alrededor del cual gira con
provecho la actividad matemadtica de los alumnos desde los niveles inferiores.

Responsable principal de esta situacidén es probablemente la estructura
de la formacién que nuestros licenciados reciben actualmente en las Facul-
tades Universitarias donde el énfasis suele colocarse en la orientacién hacia
la investigacién en dreas mds faciles o mds de moda, con grave olvido de
que una gran parte de nuestros licenciados se dedicaran posteriormente a la
Ensefianza Secundaria. De hecho en nuestras Facultades no suele ofrecerse
a los estudiantes de Licenciatura ningin curso de teoria de ndmeros y, por
supuesto, ninguno donde la combinatoria sea una ocupacién central.

Sabor hidico de la combinatoria

Una de las caracteristicas atrayentes de la combinatoria es su sabor emi-
nentemente lidico, lo que podria hacer de ella, bien presentada, una verda-
dera fuente de interés y placer para nuestros estudiantes. La combinatoria
nacié en el juego mistico (I Ching) o profano, v muchas de sus cuestiones
mds serias tienen su fuente en preguntas surgidas del ocio curioso y contem-
plativo del que, la experiencia ensefia, suelen nacer las mas profundas ideas.
He aquf algunas de las cldsicas mdas famosas:

1. El problema de Josephus—Hegesipo, en su De Bello Judaico, cuenta
que los romanos, después de capturar la ciudad de Jotapat, sitiaron a 40 hom-
bres judios en una cueva de las cercanias. Todos los 40, menos Josephus
y otro, estaban dispuestos a matarse antes que entregarse. Los dos menos

186



Combinatoria, hoy

decididos no se atrevian a declarar muy abiertamente su disensién. Josephus
propuso en cambio que la automasacre tuviera lugar de modo ordenado. Que
se colocaran todos en circulo y que, empezando por un lugar establecido, que
se matara a cada tercero hasta que quedara sélo uno, que habria de suici-
darse. Segiin cuenta Josephus se colocd en el lugar 16 y su compafiero en

el lugar 31. De este modo fueron los dos dltimos y decidieron seguir vivien-
do un poco mis.

2. El problema de los oficiales (Euler, 1779).—El gran Euler, que fue
responsable en buena parte de la sistematizacién de la combinatoria, propuso
el siguiente problema: Colocar 36 oficiales de seis rangos diferentes (es decir,
seis generales, seis coroneles...) y de seis regimientos diferentes (A, B, C,
D, E, F) en una formacién cuadrada 6 X 6 de tal modo que en cada fila
y en cada columna no haya ni dos del mismo rango ni dos del mismo regi-
miento. Euler mismo conjeturd en 1782, probablemente después de tres afios
de dar vueltas al puzzle, que tal formacién es imposible. Mds de un siglo
pasé hasta que Tarry, mediante una sistemdtica enumeracién, logré demos-
trar esta imposibilidad en 1900.

3. El problema de las ocho reinas.—Otro de los problemas antiguos, pro-
puesto por F. Nauck en 1880. ;Se pueden colocar ocho reinas en el tablero
de ajedrez de modo que ninguna amenace a ninguna otra? ;Se pueden colo-

car n reinas en un tablero nXn con esta misma condicién? ;De cuédntas ma-
neras?

4. El problema del guardarropa-—También muy antiguo y resuelto tam-
bién por Euler. El nimero n de caballeros ensombrerados llegan a la Gpera
y dejan su sombrero al guardarropas. Este entrega a cada uno un nimero
diferente, pero, un poco olvidadizo, no coloca la otra copia del nimero en el
sombrero. A la salida, decide dar a cada uno que le entregue un ndmero
un sombrero al azar. ;Cudl es la probabilidad de que ni un solo caballero
reciba su sombrero? Sorprendentemente la probabilidad es, para cualquier
nimero de caballeros, muy cercana a 1l/e = 0,367...

5. El problema del collar—Se trata de componer un collar de n cuentas
con cuentas de k colores diferentes. ;Cudl es el nimero c(n,k) de collares
diferentes que se pueden formar? El problema estd resuelto desde hace tiem-
po v la solucién se expresa en términos de la llamada funcién de Euler ¢ (m)
que es ¢ (1) =1y para m > 1 expresa el nimero de nimeros naturales me-
nores que m y primos con m. Con esto se tiene

1 U
cm,k)=— % e(dk d
n d/n

es decir, el sumatorio se lleva a cabo por los nimeros d divisores de n.

6. EIl problema de las nifias del colegio (Kirkman, 1850).—En 1850,
T. P. Kirkman propuso el siguiente problema: La maestra de una clase de
15 nifias tenfa la costumbre de sacarlas de paseo diariamente agrupdndolas
de tres en tres. Se trata de ayudarle a hacerse con una lista de grupos para
cada uno de los siete dfas de la semana de modo que ninguna nifia pasee
con ninguna otra mis de una vez por semana.
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7. El problema de empaquetamiento de esferas (Newton, 1694).—Es facil
ver que en un plano se pueden colocar seis discos iguales tangentes a otro
del mismo tamafo y cada uno tangente a otros dos de los seis.

En 1694 surgié una disputa entre Isaac Newton y David Gregory. ; Cudn-
tas esferas iguales tangentes a una del mismo tamafio pueden colocarse en
el espacio sin que se solapen? Con un poco de cdlculo se puede ver que si
se sitia un cubo de tamafio adecuado concéntrico con la esfera interior se
pueden colocar otras 12 esferas del mismo radio centradas en los puntos
medios de las 12 aristas del cubo de tal modo que sean tangentes a la esfera
interior y cada una sea tangente a otras cuatro ademds de la central. Pero
también se pueden colocar 12 esferas tangentes a una central sin que se
solapen si se les centra en los doce vértices de un icosaedro regular apropiado
concéntrico con la esfera interior. En este caso las esferas exteriores no son
tangentes entre si, sino que dejan amplio espacio entre ellas. Parece, pues,
que tal vez colocdndolas mds astutamente quepa aun otra esfera al menos
y asi se puedan colocar 13 esferas iguales tangentes a una central del mismo
tamafio sin que se solapen. Newton defendfa el 12, Gregory el 13, pero nin-
guno supo demostrar su opcién. En 1874 se demostrd por fin que Newton
tenia razén. En cuatro dimensiones atn hoy no se sabe si el niimero para
el problema andlogo sera 24, 25 6 26.

8. EI problema del viajante.—Un agente comercial debe ofrecer sus pro-
ductos en todas las ciudades de Espania de mas de 30.000 habitantes salien-
do de Sevilla y regresando finalmente a Sevilla. Los desplazamientos le oca-
sionan unos gastos cuya cuantia conoce. ;Cémo debe programar su itinerario
para que la suma total de sus gastos sea lo menor posible? La elaboracién
de tal itinerario de un modo manejable por los computadores existentes en
la actualidad es todavia un problema abierto.

Cuestiones como las precedentes podrian multiplicarse ficilmente. Por
citar algunos mas de entre los nombres mdis famosos: el problema de los
puentes de Konigsberg, el problema de los cuatro colores, el problema de
las tres granjas y los tres pozos, el problema de la iluminacién de Hadwiger,
el problema de Borsuk, el problema de Lebesgue sobre forma y drea del re-
cubridor universal minimo para convexos de didmetro l... Aunque en su
origen hayan sido preguntas frivolas y curiosidades aparentemente sin mayor
importancia, resulta que los métodos desarrollados para contestarlas han ser-
vido y siguen sirviendo para resolver problemas nada pueriles, sino cargados
de profundas repercusiones en disciplinas tan serias como la mecanica esta-
distica, el disefio de experimentos o la programacién de ordenadores.

En lo que sigue trataré de presentar escuetamente una técnica interesante
de la combinatoria a fin de mostrar su sabor y de hacer entrever algunas po-
sibilidades no explotadas de este campo en la Ensefianza Secundaria.
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Una muestra: el principio de inclusién y exclusién

Supongamos_ que en el plano se dan tres regiones A, B, C en la situacidn
general de la figura. Supongamos asimismo que la sefialan n puntos distri-
buidos en las diferentes partes que A, B, C determinan. En la figura, n = 20.

Figura 1

Sucede en muchas aplicaciones que interesa contar el niumero de pun-
tos que no estdn en ninguna de las regiones. Si se conoce el nidmero total
de puntos n y el nimero de puntos en las regiones disjuntas A—(B UC),
B~(AUQ),C—-(AUB), (ANB)—C..,, que A, B, C, determinan en su unién,
es claro que la diferencia entre n y la suma de estos nimeros nos dard el
nimero de puntos que buscamos. Pero estos nimeros no se suelen conocer,
sino mds bien se sabe el nimero de puntos en A,en B, en C,en ANB, ANC,
BNC ANBNC.

Entonces el nimero de puntos en ninguna de las regiones se puede calcu-
lar del siguiente modo. Contamos todos los que hay, es decir, n. Restamos
los que hay en A, B, C. Entonces hemos descontado dos veces los que hay
en ANB, ANC, BNC y tres veces los que hay en ANBNC. A fin de
arreglar las cosas habrd que sumar los que hay en ANB, ANC, BNC,
" pero entonces se cuentan tres veces los de AN BN C. Por eso habrd que
restar los de ANBNC.

Con esto resulta:

n. (fuera de AUBUC)=n—[n.° (A) + n.° (B) + n.° (C)] +
+ b (ANB)+n° (ANC)+n* BNC)l—n (ANBNC)
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Si lo anotamos asi:
E (0) = n.° de puntos en ninglin conjunto.
W (0) = n.
W (1) = n.° de puntos en al menos 1 conjunto.

W (2) = n.* de puntos en al menos 2 conjuntos.
W (3) = n.” de puntos (al menos) 3 conjuntos.

resulta la férmula
EQ)=WO)-WDH +W2)—W(@Q3)
~La c_onsideracién del plano, puntos, regiones, es s6lo una ayuda para fijar
la imaginacién. Podemos considerar n elementos que pueden tener las pro-

piedades P,,P,, ..., P, que no son excluyentes. Entonces, llamando

E (0) = n.° de elementos con ninguna de las propiedades.
W (0) = n.

W (r) = n.° de elementos con al menos r de las propiedades.

obtenemos andlogamente

EQ=WO)-WDH+WQ ...+ (-1)"WDN)

La férmula, que se demuestra mediante un recuento semejante al ante-
rior, se denomina fdrmula de la criba (de Da Silva y Sylvester). Con un poco
mds de esfuerzo, igualmente asequible en una Ensefianza Secundaria, se pue-
de obtener la férmula mds general.

E(r)=< ' )W(r)—(rt l)W(_r+ D+ .+ (—1)""(N)W(N)

r

que proporciona E (r), el nimero de elementos con exactamente r de las N
propiedades en funcién de los nimeros W (r), de elementos con al menos r
de las N propiedades. Veamos algunas aplicaciones interesantes de estas for-
mulas.

Problemas de las descolocaciones.—Consideremos los nimeros 1, 2, 3, ..., s.
Una permutacién a,,a,,a, ..., 8s serd una descolocacién cuando para todo
j=1, 2, ..., s se verifica a3 j, es decir, ningun niimero se encuentra en su
sitio. Tratamos de contar el nimero de descolocaciones aplicando la férmula
de la criba. Nuestros elementos serdn las n = S! permutaciones. Las propie-
dades que consideramos posibles para la permutacién a,, a,, ..., a; son las s
propiedades P., P., ..., P, significando P; que en la permutacién a,, a,, ..., a,
se verifica a; = j, es decir, que hay un nimero al menos en su sitio. Con el
lenguaje de la férmula de la criba es claro que el nimero de descolocaciones
D, de los s elementos serd
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EQ=WO) -WM + ... + (=1))W(s)

Nos bastard calcular W (r), es decir, el nimero de permutaciones en las
que al menos r nimeros estdn en su sitio. La colocacién de estos r ndmeros

s
en su sitio nos ofrece( r )posibilidades. Como los otros s-r numeros pue-

.

den estar en orden arbitrario, el niumero W (r) serd ( Sr) (s—r)!= o Por
tanto,
S! S! S! S!
= = | — — —_ S
Dy = E () =S! T + T 3 4+ ...(—=D o
1 1 1 1

Asi, por ejemplo, Dy = 14.833.

Propongdamonos contar el nimero de formas diferentes en que ocho torres
se pueden colocar en el tablero de ajedrez sin que ninguna amenace a otra
y de modo que ninguna esté en la diagonal principal negra. Es ficil ver que
este -nimero es precisamente el de descolocaciones de ocho elementos y asi
es Dy = 14.833.

El problema del guardarropa.—E! problema 4 de los propuestos en la sec-
cidn anterior se resuelve ficilmente con la férmula de la criba. Si el niimero
de caballeros es s, el nimero de modos posibles de entregar los sombreros
sin que haya ni uno solo que se lleve el suyo es el nimero de descolocacio-
nes, es decir, D,. El ndmero de todos los modos posibles de entregar los som-
breros a los s caballeros es el nimero de permutaciones de s elementos, es

decir, s! Por tanto, la probabilidad de que ni uno solo se lleve su sombre-
ro es

D, 1 1 1 L1
T VI TR TR AR
Como
1 1 1 1 1
et=1-— + - e (P — A (D —— 4.
T TR TR A e A Perery
resulta
D, O 1 1 1
—el|= - + o< ——
s! (s+ )i (s+2)! G+D!
1
Como _(—STI)—' es un nimero muy pequefio en cuanto s es algo gran-
de, resulta que la probabilidad que nos ocupa es prdcticamente 0,367... = e™'

independientemente del mimero de sombreros. Un resultado ciertamente 1la-
mativo.
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Problema de las coincidencias.—Se organiza un juego para dos jugado-
res A y B.

Cada uno toma una baraja espafiola. Cada uno se queda con las diez
cartas de bastos y las baraja. A continuacién los dos van sacando al tiempo
una a una de sus cartas. Comparan las cartas sacadas de cada vez. El juga-
dor A gana si hay exactamente una coincidencia, el jugador B gana si no
hay ninguna coincidencia. ;Quién tiene mayor probabilidad de ganar?

Las mismas consideraciones que en el problema de los sombreros nos con-
duce a la solucidn, utilizando aqui también la férmula de la criba y su ge-
neralizacién para E (1).

La funcién ¢ de Euler.—La férmula de la criba tiene aplicaciones intere-
santes en teoria de ndmeros. Un ejemplo sencillo es el siguiente. Nos damos
un sigtema de N nimeros naturales a,, a,, as, ..., an tales que cada dos de
ellos son primos entre si. Tratemos de contar el nimero de nimeros natu-
rales k menores o iguales que un cierto n tales que ningin a; divide a k.

Para la aplicacién de la férmula de la criba nuestro conjunto de elemen-
tos sera el de los numeros 1,2,3,...,n y la propiedad P;,i=1, 2, 3,...,N
serd la de ser divisible por a;. Como cada par de los nimeros a; son primos
entre si resulta que si k tiene las propiedades Pi ,Pi ,Pi ) yens ,Pi es que k

1 2 3 T
es divisible por el producto a ,a,,a ,..,a . El ndimero de naturales k me-

1 2 ¥
nores o iguales que n divisibles por a ,a ,..,a es claramente
1

2 T

n
[ail,aiz ey air

representando por [x] para X > 0 el mdximo entero menor o igual que x. Por
lo tanto, el nimero de naturales menores o iguales que n que son divisibles
por al menos r de los niimeros a,, a,, ..., 2y €S precisamente

W (r) =

Ly e

/[ n ]
l<h <hb<..<i=NL% % '8y

y asi, por la férmula de la criba, el nimero de naturales k, k =< n, tales que
ningldn a; divide a k es

n— X [———~n ]+ z [——P———]—---‘*‘
l=<i=NL & l=i<j=<N{ & 3

n
R Y I e ———
+( 1) [alva"."-~1aN]

Con esto es facil obtener una expresién sencilla para la llamada funcién

de Euler. Ponemos ¢ (1) =1y para n> 1, ¢ (n) es el nimero de naturales
k, k =< n, tales que k es primo con n.
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Sean P, P,, ..., Py los nimeros primos divisores de n, entonces ¢ (n) es
el nimero que hemos hallado arriba poniendo a; = p; y, por tanto,
n 1 . n
em=n- % -—+ = RS () § L PR
l=i=<N P l=i<j=N P; P, P, P, ..., Py

Pero esta expresién se puede escribir mds sencillamente, como es faicil ver:

comali=t) () (o

Asi, por ejemplo, si n=60=2 X3 X5 p=2. pp=3, ps=5y¥

— 01 _1_) PR Y R O
con=so(1—1) =) (1= 1) =

Efectivamente, los naturales k, 1 < k = 60, primos con 60 son los 16 si-
guientes:

7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 51, 53, 59

Una sugerencia final

En la etapa actual del desarrollo de la Matemdtica, en que la Matema-
tica discreta tiende hoy a ocupar un lugar eminente, la combinatoria pro-
porciona una plataforma de acercamiento en multitud de problemas intere-
santes, profundos, de gran alcance y suficientemente simples como para ser
explicados con provecho en nuestra Ensefianza Media.

La combinatoria, hoy, no se reduce, ni mucho menos, como la mayor parte
de nuestros manuales pudieran sugerir, a triviales manipulaciones con combi-
naciones, permutaciones, variaciones y el tridngulo de Tartaglia. Una nueva
inspeccién a las obras resefiadas a continuacién lo puede poner rdpidamente
de manifiesto.

La combinatoria presenta problemas estimulantes para cuya solucién no es
necesario hacerse con un instrumental complicado. Basta, como decia Gauss,
con contar inteligentemente y con hacer tentativas planificadas. Las ideas es-
tdn cerca de los elementos, son simples, variadas y dan ficilmente una sen-
sacién de la riqueza, profundidad y potencia del método matemdtico. ;Por
qué no explotarlas méis a fondo en nuestra ensefianza? La bibliografia que
sigue puede ayudar a introducirse en el campo con provecho.

HADWIGER, H., y DEBRUNNER, H.: Combinatorial Geometry in the Plane (translated by
Victor KLee) (Holt, Rinehart and Winston, New York, 1964).

HarLr, M., Jr.: Combinatorial Theory (Blaisdell, Waltham, Mass., 1967).

ORe, O.: Graphs and their Uses (The Math. Assoc. of America, Washington, 1963).

Rouse BaLL, W. W., and CoxgTeRr, H. S. M.: Mathematical Recreations and Essays®
(Univ. of Toronto, Toronto, 1974).

RyYseRr, H. 1.: Combinatorial Mathematics (The Math. Assoc. of America, John Wiley
and Sons., New York, 1963).

hoy
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Una bibli()graﬁ’a de didactica
de las matematicas

Luis PUIG y Fernando CERDAN *

Introducciéon

Hacer una bibliografia de didactica
de las matemdticas tropieza inevita-
blemente con la dificultad de ser ésta
un campo de actividad miltiple y no
una disciplina cientifica con objeto y
método perfectamente definido. His-
toria de las matemadticas, teoria de las
ciencias, teorias del desarrollo, teorias
del aprendizaje, teorias de la instruc-
cidn, teorias del curriculum, materia-
les, tecnologfa, juegos y pasatiem-
pos..., han de ser tomados en cuenta
si se quiere que la didactica pase de
ser “el arte de ensenar” a ser el es-
tudio y resolucién de los problemas
que se plantean en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas en un
contexto socio - cultural determinado.

La dificil conjuncién de tantas co-
sas tan diversas ha forzado, si se que-
ria poner un poco de orden en tal ma-
rafia y no se querfa exceder en mu-
cho el espacio asignado, a tomar de-
cisiones sobre qué libros incluir y cué-
les no y cémo agruparlos, que en gran
medida dependen de nuestras limita-
ciones y manias, aunque se pretenda
justificar las opciones tomadas.

Se ha excluido, por ejemplo, toda
referencia a la ola de informdtica que
nos invade porque nos ha parecido
que tiene particularidades suficientes
como para constituir un capitulo
aparte y que, en todo caso, la ava-
lancha publicitaria que la acompaifia
es suficiente para que cualquiera pue-

* Profesores de la Escuela Universitaria de formacién del profesorado de E.G.B.

de Valencia.
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da estar (excesivamente) informado
sobre el asunto. Ejemplos de lo que
podria constituir una bibliografia so-
bre el particular son el libro propa-
gandistico de Seymour Papert “Mind-
storms” (Basic Books, New York,
1980), el punto de vista mdas escépti-
co de Uri Leron en “Some Problems
in Children’s Logo Learning” (en
Hershkowitz, ed., 1983, ver aparta-
do B), el anuario de 1984 del NCTM,
que informa sobre el estado de la
cuestion en USA (Hansen, V. P., 1984,
Computers in Mathematics Education,
NCTM, Reston, VA) o el primer in-
forme «<laborado por la International
Commission on Mathematical Instruc-
tion (“L’influence des ordinateurs et
de linformatique sur les mathémati-
ques et leur enseignement”, reprodu-
cido en Mathématique et Pédagogie,
ndm. 49, pp. 97-107, noviembre-di-
ciembre 1984).

Tampoco se han incluido libros de
problemas, juegos y pasatiempos, con
la excepcién del Polya y Kilpatrick
(1974), por haber ejemplos suficien-
tes en el mercado de ficil adquisi-
cién y generalmente conocidos.

Por otro lado, se han excluido tam-
bién sistemdticamente las publicacio-
nes producidas por grupos de trabajo,
pese a que entre ellas se encuentran
los trabajos mdés valiosos realizados
en Espafia en los ultimos anos.

En general se ha puesto mas énfa-
sis en las publicaciones extranjeras
que en las espaiiolas, con el criterio
discutible de que éstas pueden ser
conocidas por el lector y aquéllas no
con la misma facilidad. Huelga decir
que no se ha pretendido ser exhaus-
tivo, por ignorancia (por ejemplo, de
Alemania o la URSS sélo se dan re-
ferencia a través de traducciones) o a
propdsito. Se ha intentado sélo ofre-
cer ejemplos significativos de las dis-
tintas actividades que configuran el
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campo de trabajo que para nosotros
puede etiquetarse con el nombre de
“didédctica de las matemadticas”. Las
opciones tomadas han hecho dejar
fuera muchos libros -que merecerian
estar e incluir algunos cuyo interés
puede parecer tangencial o incluso
dudoso.

1. Teoria de la ciencia

Este apartado y los dos que le si-
guen tienen caracteriticas distintas
de los demds, ya que constituyen do-
minios relativamente externos a la di-
dactica de las matemdticas, pero que
le proporcionan el suelo epistemol6-
gico. Al contrario de lo que se acaba
de afirmar, que constituye el criterio
general, aqui los libros en castellano
son mayoria,

Para este apartado en particular, se
ha hecho una seleccién de referencias
de teoria de la ciencia parcial y par-
tidista (con la excepcién quizd de los
libros de De Lorenzo y Le Lionnais)
que tiene como eje central la obra de
Lakatos, de cuyas ideas epistemold-
gicas puede derivarse una ‘‘revolu-
cién” en la ensefianza de las mateméa-
ticas (cf. Joseph Agassi, “On Mathe-
matics Education. The Lakatosian Re-
volution”, For the Learning of Mathe-
matics, vol. 1, pp. 27-31).

FEYERABEND, P.: Tratado contra el mé-
todo. Tecnos, Madrid, 1981.

Hanson, N. R.: Patrones de descubri-
miento. Observacion y explicacion. Alian-
za, Madrid, 1977.

HansoN, N. R.: Constelaciones y conje-
turas. Alianza, Madrid, 1980.

HorstapTer, D. R.: Gddel, Escher, Bach.
An Eternal Golden Brain, Harvester,
London, 1979.

Kuun, T. S.: La estructura de las revo-
luciones cientificas. FCE, Madrid, 1977.

LakaTos, I.: Pruebas y refutaciones Alian-
za, Madrid, 1978.



LakaTtos, I.: Matemdticas, cienciag y epis-
temologia, vol. 2. Alianza Ed., Madrid,
1981.

Le Lionnais, F.: Las grandes corrientes
del pensamiento matemdtico. EUDEBA,
Buenos Aires, 1962.

LoreNzo, J. DE: La matemdtica y el pro-
blema de su historia. Tecncs, Madrid,
1977.

LoreNzo, |. DE: El método axiomdtico y
sus creencias. Tecnos, Madrid, 1980.
Poincare, H.: Ciencia y método. Espasa

Calpe, Madrid, 1963.

Poincare, H.: La ciencia y la hipdtesis.
Espasa Calpe, Madrid, 1963.

PoppeRr, K. R.: Lg ldgica de la investiga-
.cion cientifica. Tecnos, Madrid, 1977.

2. Historia de las matema-
cas

El papel de la historia de las mate-
ticas en la comprensién de la activi-
dad matemdtica y sus implicaciones
en el disefio del curriculum y la for-
macién de profesores fue muy discu-
tido a finales de la década de los 70,
desde que la revista Science publicd
en 1974 el polémico articulo de Ste-
phen Brush, “Should the History of
Mathematics be rated X7".

Xavier Valls ha recopilado unos
“Materiales para la discusién de la
historia de la ciencia y su posible
uso didactico” (EUPEGB de Gerona,
manuscrito), que la describe. David
Pimm, en “Why the History of Ma-
thematics should not be rated X. The
Need for an Appropiate Epistemo-
logy of Mathematics for Mathematics
Education” (incluido en Zweng, 1982,
ver apartado 9), defiende lo que el ti-
tulo indica, v Hans Freudenthal, en
“Should a Mathematics Teacher Know
Something about the History of Ma-

thematics?” (For the Learning of Ma- -

thematics, vol. 2, pp. 30-33), rechaza
el uso de anécdotas histéricas que se
sacan de la manga al comienzo de ca-
da tema, abogando por la historia co-
mo conocimiento integrado con el

conjunto de! curriculum de matema-
ticas.

Una opinién menos optimista se
puede encontrar en las discusiones
que se predujeron en el Simposio “La
Historia de las Ciencias y la Ense-
nanza”, recogidas en las Actas del
Simposio (ICE, Universidad de Valen-
cia, 1980).

Aquf hemos relacionado, aparte de
los libros que figuran por méritos pro-
pios, un conjunto de libros de historia
en castellanc (“populares” e incluso
malos) como fuente de anécdotas his-
téricas, y los dos que describen la op-
cién bourbakista (Bourbaki, 1972, y
Dieudonné, 1978).

Por otra parte, Groupe Inter-IREM
(1982 a, 1982 b), Hocquenghem et al.
(1981) y NCTM (1969) son libros di-
sefiados para su uso mas o menos di-
recto en las clases, para los que la
historia no se limita a una sucesién
de anécdotas, pero que la hacen apa-
recer de forma mds explicita de lo
que Freudenthal mantiene que debe
hacerse.

BaBiNI, S.: Historia sucinta de las mate-
mudticas. Espasa Calpe, Madrid, 1969.
BoLL, M.: Historia de las matemadtiacs.

Diana, México, 1976.

BourBakl, N.: Elementos de historia de
la matemdtica. Alianza, Madrid, 1972.
CoLERUS, E.: Breve historia de las mate-
midticas, 2 vols. Doncel, Madrid, 1973.
CoLLETE, ]J. P.: Histoire des mathémati-
ques, vols. 1. et 2. Ed. de Rénouveau

Pédagogique, Ottawa, 1973,

DIEUDONNE, J. (ed.): Abrégé d’histoire des
mathématiques (1700-1900), 2 vols. Her-
mann, Paris, 1978.

Dou, A.: Fundamentos de la matemdtica.
Labor, Barcelona.

GrouPE INTER-IREM: Histoire des ma-
thématiques pour les lycées. CEDIC,
Paris, 1982.

GrouPeE INTER-IREM: Le rigueur et le
calcul. Documents historiques et épisté-
mologiques. CEDIC, Paris, 1982.

HOCQUENGHEM, M. L., et al.: Histoire des
mathématiques pour les colléges. CEDIC,
Paris, 1981.
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NCTM: Historical Topics for the Ma-
thematics Classroom. 3I1th Yearbook.
NCTM, Reston, VA, 1969.

Rapice, L.: La matemdtica de Pitdgoras
a Newton. Laia, Barcelona, 1983.

REY PasTOR, J., y BaBINI, J.: Historia de
las matemadticas, vol. 1. Gedisa, Barce-
lona, 1984.

VERA, F.: Breve historia de la geometria.
Losada, Buenos Aires, 1963.

VERrA, F. (ed.): Cientificos griegos. Agui-
lar, Madrid, 1970.

3. Vision general de las
matematicas. Aspectos
culturales

No hay didactica posible sin un
conocimiento de la materia, pero no
es éste el lugar de relacionar textos
de matemadticas. En efecto, un texto
de élgebra, por ejemplo, suele presen-
tarse como autosuficiente, buscando
la coherencia interna y desarrollando
un conocimiento minucioso de ésta.
Sin embargo, cuando se trata de la en-
seflanza, el andlisis previo de la ma-
teria que hay que ensefar requiere,
a nuestro entender, mirarla desde
otros puntos de vista distintos del de
la coherencia interna. En este senti-
do, hemos seleccionado libros que se
plantean el lugar de las matematicas
en el mundo, o que presentan las ideas
matematicas relacionadas con otras
cosas, o las presentan de forma par-
ticularmente clara, original o inusual.

Los cldsicos Alexandrov y otros
(1973) y Courant y Robbins (1962)
presentan una visién general del con-
junto de las matemadticas; Newman,
ed. (1969) y Kline (1974) hacen lo
mismo a través de una recopilacién
de textos, y Kline (1962,1972) presen-
ta también el conjunto de las mate-
mdticas poniendo mas énfasis en el
origen social de las ideas matemiti-
cas y en su influencia en la sociedad,
a lo largo de la historia. Steen, ed.
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(1978, 1981) y Davis and Hersh (1982),
més recientes, completan el panorama.

El resto de los libros tratan partes
o conceptos fundamentales desde al-
gunos de los puntos de vista senala-
dos; por ejemplo, Griffiths (1976) pre-
senta una aproximacién sugestiva a la
topologia de superficies.

ALEXANDROV Yy otros: Las wmatemdticas:
su contenido, método y significado,
4 vols, Alianza, Madrid, 1973.

Buppen, F. J.: La fascination des grou-
pes. OCDL, Paris, 1976.

CouranT, R., y ROBBINS: (Qué es la ma-
temdtica? Aguilar, Madrid, 1962.

COXETER, H. S. M.: Fundamentos de geo-
metria. Limusa Wiley, México, 1971.

DaNtziG, T.: El nimero, lenguaje de la

ciencia, Hobbs Sudamericana, Buenos
Aires, 1971.

Davis, M., and HersH, R.: The Mathe-
matical Experience, Penguin, London,
1982.

Eves, H.: Estudio de las geometrias,

2 vols. UTEHA, México, 1969.

GrirrITHS, H. B.: Surfaces. CUP, Lon-
don, 1976 (trad. francesa, Surfaces. CE-
DIC, Paris, 1977).

HarLmos, P. R.: Teoria intuitiva de con-
juntos. CECSA, 1965.

Hireert, D., and CoHN-VoOsSEN, S.: Geo-
metry and the Imagination. Chelsea Pu-
blishing Co., New York, 1952.

KLINE, M.: Mathematics: A Cultural Ap-
proach. Addison Wesley, New York,
1962.

KLINE, M.: Mathematical Thought from
Ancient to Modern Times. Addison
Wesley, New York, 1972.

KLINE, M. (ed.): Matemdticas en el mun-
do moderno. Selecciones de Scientific
American. Blume, Barcelona, 1974.

KLINE, M.: Mathematics: The Loss of
Certainty. Oxford University Press, Ox-
ford, 1980.

Newman, R. S. (ed.): Sigma. El mundo de
las matemdticas, vols. 1 a 5. Grijalbo,
Barcelona, 1969.

PEDOE, D.: Lag geometria en el arte. Gus-
tavo Gili, Barcelona, 1979.

RuUSSELL, B.: Los principios de la mate-
mdtica. Aguilar, Madrid, 1948.

StEEN, L. A. (ed.): Mathematics Today:
Twelve Informal Essays. Springer, New
York, 1978.

STeEEN, L. A. (ed.): Mathematics Tomo-
rrow, Springer, New York, 1981.

WEYL, H.: La simetria. Promocién Cultu-
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4. Curriculum

En este apartado se han incluido
libros que tratan desde tecrias gene-
rales de disefio de curriculum de
cualquier materia (Gimeno, 1981) a
ejemplos muy particulares de curricu-
la de matematicas (School Council,
1975-78), pasando por una teoria de
evaluacién que ha tenido gran in-
fluencia social (Bloom, 1956) o jui-
cios criticos sobre curricula disefiados
casi exclusivamente a partir de una
teorfa de evaluacién (Gimeno, 1983).

Griffiths and Howson (1974) y
Howson, Keitel and Kilpartrick (1981)
examinan los factores que intervie-
nen en el diseno, desarrollo e imple-
mentacion de los curricula de mate-
maticas (sociedad, profesores, nifios
y matemadticas). En el segundo se pre-
senta una clasificacién de los curricu-
la disenados a partir de la reforma de
los 60, con ejemplos significativos de
cada uno de los tipos que muestra
cémo el dar mds peso a un factor u
otro los determinan. Ademads sefalan
las estrategias que se han seguido o
pueden seguirse para la introduccién
de reformas o innovaciones en éstos,
en particular la estrategia investiga-
cion-desarrollo-difusidn.

Cockcroft, ed. (1982) es un infor-
me realizado por encargo de las auto-
ridades educativas inglesas, donde se
da cuenta del estado de la ensenanza
de las matemdticas en su totalidad y
se sefiala el marco en el que ha de
situarse el disefio de nuevos curricu-
la. NTCM (1981 b) es un informe si-
milar en USA, y Shufelt, ed. (1983),
la situacién un afo después. Kuntz-

mann (1976) presenta la evolucién

histérica de los curricula matemética
en Francia en donde, como en Espa-
fla, los programas estin fijados por el
Ministerio competente. CBMS (1975)

es un andlisis de un curriculum par-
ticular.

Estdn también incluidos los infor-
mes de la UNESCO y algunos libros
que discuten la reforma de los 60.

El resto de los libros son o libros
de texto correspondientes a curricula
de otros paises, o libros en los que se
analiza el curriculum de una parcela
de las matemdticas, o se indican las
directrices que deben seguirse en su
ensenanza.

AMA : The Teaching of Secondary School
Mathematics. CUP, London, 1973.

Broom, B. S.: Taxonomy of Educational
Objetives. Longman, New York, 1956
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5. Aprendizaje e instruccion

En este apartado se da una visién
general de los trabajos relacionados
con el aprendizaje de las matemadticas
desde perspectivas predominantemen-
te psicoldgicas.

Ausubel and Robinson (1971), Bru-
ner (1978) y Gagné and Briggs (1974)
son ejemplos de tres autores popula-
res que tratan los problemas genera-
les del aprendizaje y la instruccién.

En lo relativo al aprendizaje y la
instruccién en matemdticas, Resnick
and Ford (1981) es un tratado gene-
ral; Brainerd, ed. (1982), Ginsburg, ed.
(1983) y Lesh and Landau, ed. (1983)
presentan un panorama casi comple-
to de lo que se estd haciendo actual-
mente en USA, y Kilpatrick and Wirs-
zup (1969 -75) y Krutevskii (1976)
constituyen la informacién mds facil-
mente accesible de la URSS.

No se incluye aquf{ la obra de Pia-
get (ver el apartado 10), pero si algu-
nos ejemplos de su escuela (Copeland,
1974; Kamii, 1978, 1982; Lovell, 1977).
Por su parte, los que trabajan en el
paradigma del “information process-
ing system” estin representados por
Simon (1979), aunque este libro esta-
ria mejor clasificado en un apartado
de estudios cognitivos (ver también



en el apartado 7, Newell and Simon,
1972).

Bouvier (1981) es el tnico ejemplo
de los problemas del aprendizaje des-

de el punto de vista de un matem4- "

tico profesional, ya que los trabajos
cruciales de Freundenthal se citan en
el apartado 10.

Finalmente, Nimier (1976) se ha in-
cluido aqui porque conviene conside-
rar los procesos de aprendizaje no
s6lo desde el punto de vista de su
eficacia, sino tener en cuenta que se
estd tratando con personas y no olvi-
dar por tanto la componente efectiva.
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6. Maétodos, materiales

Los articulos de revistas constitu-
yen la fuente usual y mds abundante
de ideas, materiales, métodos o pun-
tos de partida, que pueden utilizarse
en la prictica diaria de la ensenanza.
En nuestro pais no existe atin ningu-
na revista con la tradicién suficiente
como para ser la fuente a la que dcu-
dir para resolver estos problemas co-
tidianos. Tampoco hay en el mercado
libros que sirvan para ello. Los que se
recogen en este apartado son algunos
ejemplos, presentados sin orden ni
concierto, de lo que hay en otros
paises.
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2 vols. CEDIC, Paris, 1977-79.

CasTELNUOVO, E., and BARRA, M.: Mate-
matica nella realtd. Boringhieri, Torino,
1976.
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FIELKER, D. S., and MoLp, J.:
Cambridge University Press,

1974.

GATTEGNO, C.: Aritmética con niumeros en
color. Cuissennaire de Espafia, Madrid,
1965.

GaTTEGNO, C., y otros: El material para
la ensefianza de las matemdticas. Agui-
lar, Madrid, 1967.

Lockwoop, E. H.: A Book of Courves.
CUP, London, 1961.

Lockwoop, E. H.,, and MacmiLLan, R.
H.: Geometric Symmetry. CUP, London,
1978.

McGirravry, C. H.: Fantasy & Symme-
try. The Periodic Drawings of M. C.
Escher. Harry N. Abrams, New York,
1976.

NCTM: Experiences in Mathematical Ideas,
vols. 1 & 2. NCTM, Reston, VA, 1971,

NCTM: Instructional Aids in Mathema-
tics. 34th Yearbook. NCTM, Washing-
ton, D. C., 1973.

NCTM: Experiences in Mathematical Dis-
covery, units 1 to 10. NCTM, Reston,
VA, 1974,

NCTM: Developing Computational Skills.
1978 Yearbook. NCTM, Reston, VA,
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Oxford University Press, New York,
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London,

7. Resolucion de problemas

La literatura de resolucién de pro-
blemas es inmensa y estd de moda.
NCTM (1981 b), citado en el apar-
tado 4, declara que ésta es la priori-
dad fundamental para la década de
los 80.

Los libros de Polya (1954, 1957,
1976) son los cldsicos y hemos inclui-
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do los de Descartes porque Polya hace
referencia a ellos e incluso reescribe
las “reglas para la direccién del espi-
ritu” (matematico).

Wickelgren (1974) y Hughes (1976)
son libros que tratan de técnicas heu-
risticas. Greenes et al. (1977) y Thomp-
son (1976) anaden ademas problemas
directamente aplicables a las clases.

Mason, Burton and Stacey (1982)
presenta el proceso de resolucién de
problemas en el corazén del pensa-
miento matematico; Burton (s. f.) es
el informe final de un proyecto de in-
vestigacidon donde se trata de intro-
ducir en el curriculum de mateméti-
cas la idea anterior, y Burton (1984)
es el resultado comercial del proyecto.

Brown and Walter (1983) estudia
cémo el ponerse un problema estd
intimamente conectado con el pro-
ceso de resolucién.

Schoenfeld (1983) describe cémo
puede procederse para impartir un
curso de resolucidn de problemas.

Newell and Simon (1972) es un li-
brc que ya se ha convertido en clisi-
€O, porque inaugura un nuevo para-
digma en el andlisis de la resolucidén
de problemas (no sdlo de matemdti-
cas), al considerar que el resolutor se
comporta como un sistema de proce-
samiento de informacién.

El campo de la investigacién estd
representado por Goldin and McClin-
tock, ed. (1979), Hatfield and Brad-
nard, ed. (1978), Lesh et al., ed. (1979)
y Lester and Garofalo (1982). Los vo-
ldmenes III, IV, VI, IX y XI de Kil-
patrick and Wirszup, ed. (1969-75) in-
forman de lo que se hace en la URSS.
El anuario de 1980 del National Coun-
cil of Teachers of Mathematics de
USA (Krulik, ed., 1980) estuvo dedi-
cado a la resolucién de problemas en
la escuela y trata, superficialmente,



todos los temas relacionados, desde si
puede ensefiarse la heurfstica hasta el
uso de las calculadoras para incre-

mentar la habilidad al resolver pro-
blemas, :

BrowN, S. I,. and WaALTER, M. J.: The
Art of Problem Posing. Franklin Ins-
titute Press, Philadelphia, PA, 1983.

BurtoN, L. (s. f.): The Skills and Proce-
dures of Mathematical Problem Solving.
Report of an SSRC Sponsored Project
at the Politechnic of the South Bank,
London.

" BurtoNn, L.: Thinking Things
Basil Blackwell, Oxford, 1984.

DescartEs, R.: Discurso del método. Edi-
cién de Risieri Frondizi. Alianza, Ma-
drid, 1979.

DescarTES, R.: Reglas para la direccién
del espiritu. Edicién de Juan Manuel
Navarro Cordén. Alianza, Madrid, 1984.

GorpIN, G. A., and McCrLiNnTOoCK, C. E.,
eds.: Task Variables in Mathematical
Problem Solving. ERIC/SMEAC, Co-
lumbus, Ohio, 1979.

GREENES, C. E.: GREGORY, J., and SEy-
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Alto, CA, 1977.

Hatrierp, L. L., and BraDBarp, D. A..
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ERIC/SMEAC, Columbus, Ohio, 1978.
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Creative Publications, Palo Alto, CA,
1976.
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me, 4 vols. CEDIC, Paris, 1973.

KruLik, S. (ed.): Problem Solving in
School Mathematics. 1980 Yearbook.
NCTM, Reston, VA, 1980.

LesH, R.; MiErRKIEWICZ, D., and Xan-
TOWSKI, M. G. (eds.): Applied Mathe-
matical Problem Solving. ERIC, Colum-
bus, Ohio, 1979.

Lester, F. K., and GarofFaLo, J. (eds.):
Mathematical Problem Solving. Issues
in Research. Franklin Institute Press,
Philadelphia, PA, 1982.

MasoN, J.; Burton, L., and Stacky, K.:

Thinking Mathematically. Addison Wesley,
London, 1982.

NEwWEeLL, A., and SimoNn, H.: Human Pro-
blem Solving. Prentice Hall, Englewood
Cliffs, N. J., 1972,

"PoLya, G.: Mathematics and Plausible.
Reasoning, 2 vols. Princeton University
Press, Princeton, N, J., 1954. (Traduc-
cidon castellana, Matemdticas y razona-
miento plausible. Tecnos, Madrid, 1966.)

Through.

PoLya, G.: How to Solve It, 2nd. edition.
Princeton University Press, Princeton,
N. J., 1957. (Trad. castellana, Cémo
plantear y resolver problemas. Trillas,
México, 1965.) .

PoLya, G.: Mathematical Discovery, 2 vols.
John Wiley & Sons, New York, 1966.
(Trad. francesa, La découverte des ma-
thématiques, 2 vols. Dunod, Paris, 1967.)

PoLya, G, and KiLPATRICK, ].: The Stan-
ford Mathematics Problem Book. Tea-
chers College Press, New York, 1974.

RUBENSTEIN, M.: Patterns of Problem Sol-
ving. Prentice Hall, Englewood Cliffs,
N. ., 1975,

SCANDURA, ]. M.: Problem Solving: a
Structural Process Approach with Ins-
tructional Implications. Academic Press,
New York, 1977.

ScHOENFELD, A, H.: Problem Solving in
the Mathematics Curriculum., The Ma-
thematical Association of America, Was-
hington, D. C., 1983.

THOMPSON, M.: Ezxperiences in Problem
Solving. Addison-Wesley, Reading, Mass,
1976.

WICKELGREN, W. A.: How to Solve Pro-
blems. W. H. Freeman & Co., San Fran-
cisco, CA, 1974.

8. Formacion de profesores

Cualquier libro de esta bibliogra-
fia forma parte de lo que un profe-
sor puede utilizar para su formacidn,
ya sea matemadtica, metodolégica o
practica. Lo que hay en este aparta-
do son libros escritos expresamente
para formar profesores, cada uno de
los cuales cubre un aspecto diferente.

Rusholme, ed. (1972) es un infor-
me oficial acerca de la estrategia de
formacién inicial y permanente del
profesorado (donde, por cierto, se pue-
de encontrar el disefio de los *‘centros
de profesores” y la descripcién de las
condiciones necesarias para que fun-
cionen) NCTM (1981 ¢) contiene las
recomendaciones que deben seguirse
para formar profesores de matemati-
cas de todos los niveles y una rela-
cién bastante exhaustiva de lo que
éstos deben saber y saber hacer.
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Wain and Woodrow (1980) es un
curso completo en métodos; Hoffer
(1978) instruye a los profesores que
han de tomar parte en el desarrollo
de un curriculum determinado, y Kru-
lik and Rudnick (1980) trata unica-
mente un tema.

Ademas, Freudenthal (1973, 1983),
citados en el apartado 10, son dos li-
bros imprescindibles para la forma-
cién matemdtica de los profesores.

HoOFFER, A. (director): Didactics and Ma-
thematics. From Mathematics Resource
Project. Creative Publications, Palo Al-
to, CA, 1978.

KRruLIK, S., and RuUDNICK, ]. A.: Problem
Solving: Handbook for Teachers. Allyn
& Bacon, Boston, 1980.

NCTM: Guidelines for the Preparation of
Teacher of Mathematics., NCTM, Res-
ton, VA, 1981.

RusHoLME, |. (ed.): Teacher Education
and Training. HMSO, London, 1972.
wain, G. T., and Woobrow, D. (eds.):
Mathematics Teacher Education Project.
Student’s Material & Tutor’s Guide.

Blackie, London, 1980.

9. Informes, actas...

Begle (1979) y Shumway, ed. (1980)
son restimenes ordenados y clasifica-
dos de la investigacion realizada has-
ta la fecha de su edicién.

Las actas de International Confe-
rence for the Psychology of Mathema-
tics Education (PME) e International
Congress on Mathematical Education
(ICME) son las ultimas publicadas.

Los otros son la base del! informe
Cockcroft (ver apartado 4).

BEGLE, E. G.: Critical Variables in Ma-
thematics Education, MAA & NCTM,
Washington, D. C., 1979.

BeLL, A. G.; CosTtELLO, ]., and KUcHE-
MAN, D. E.: A Review of Research in
Mathematical Education. Part A: Re-
search on Learning and Teaching. NFER-
NELSON, Windsor, 1983.
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Bisuopr, A. J.,, and NIcksoN, M.: A Re-
view of Research in Mathematical Edu-
cation. Part B: Research on the So-
ctal Context of Mathematics Education.
NFER-NELSON, Windsor, 1983.

Hersukowitz, R. (ed.): Proceedings of
the seventh International Conference for
the Psychology of Mathematics Educa-
tion, Weizmann Institute of Science,
Rehovot, Israel, 1983,

SHumway, R. |. (ed.): Research in Mathe-
matics Education. NCTM, Reston, VA,
1980.

ZWENG, M., y otros (eds.): Proceedings of
the IV ICME, Birkhause Boston, Inc.,
Boston, 1983.

10. Clasicos

Aqui se han agrupado los libros
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cuya obra ha tenido influencia social.
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DiENES, Z. P.: Las seis etapas del apren-
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de las matemdticas. Paidés, Buenos Ai-
res, 1975, ’

FREUDENTHAL,
Educational
drecht, 1973.

FREUDENTHAL, H.: Weeding and Sowing.
D. Reidel, Dordrecht, 1978.

FREUDENTHAL, H.: Didactical Phenomeno-
logy of Mathematical Structures. D. Rei-
del, Dordrecht, 1983.

Pary, G.: Matemdtica moderna, 1 a VI.
Eudeba, Buenos Aires, 1968.

Pary, G.: Groupes. Dunod, Paris, 1970.

PIAGET, ]J.; INDELHER, B.: Génesis de las
estructuras logicas elementales. Guada-
lupe, Buenos Aires, 1967.

PIAGET, J.: El lenguaje y el pensamiento
en el nifio. Estudios sobre la ldgica en
el nirio. Guadalupe, Buenos Aires, 1973.

P1AGET, J.: Introduccion a la epistemolo-
gia genética. 1. El pensamiento mate-
mdtico. Paidés, Buenos Aires, 1975.

PIAGET, J.; SZEMINSKA, A.: Génesis del.
numero en el nirio. Guadalupe, Buenos
Aires, 1975.

PuiG ApAM, P.: Diddctica de la matemd-

tica euristica. Institucién de Ensefianza
Laboral, Madrid, 1956.

H.: Mathematics as an
Task. D. Reidel, Dor-



Apéndice

Una de las opciones adoptadas al
elaborar esta bibliografia ha sido la de
incluir exclusivamente libros. Sin em-
bargo, éstos suelen estar retrasados
sobre lo que se estd haciendo, por lo
que si uno quiere mantenerse infor-
mado, ha de recurrir a las revistas
especializadas y las publicaciones de
organismos y grupos investigadores.
La relacién de estas fuentes de infor-

macién y produccidn requeriria un es-
pacio del que no se dispone aqui. En
su defecto, puede recurrirse a la sec-
cién “Bibliografia y noticias” de la
revista Enserianza de las ciencias, al
articulo de Juan Diaz Codino, “Me-
todologia en la Investigacién de Di-
dactica de las Matematicas”, Epsilon,
numero 1, pags. 94-101, o al Boletin
de Sumarios del Instituto de Técnicas
Educativas, de Alcald de Henares, por
citar fuentes recientes y facilmente
accesibles.
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