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PRÓLOGO 

-eso nada es exf.raño que se columb1·e hasta en lo más abstruso de sus pos

tulados e hipótesis cientfficas, impulsándol~ a la caza de una conjunc~ón 

.de inte1·eses e inquiett,des vitales, para de1·iva1· en la pasió1~ po1· los mé

.lodos eu1·ísticos. 

En ese "em.puje Poético" hallamos el motivo de su dedicación a la 

·docencia. Hombre de pensamiento, lo es tanto más de acción, y la nece

sidad de hacer le im.pele a busca1·, co·mo maesho, nuevas metas: c1·ea1· fe, 

Uevar el alma a sus enseñanzas, caldeando en. la forja. de sus mismos aja

:nes y entusiasn;¿os por la Ciencia a ot1·os espí1'itu~. Todo ello con la "en

•t·rega" genemsa en que Jan Ligtha1·t, el conoc·ido pedagogo holandés, ·.;efa 

la quintaesencia de la. educación, enfocada no pa1·a resa¿/a1· la p1·opia su

P~rior·idad -nunca Pecado del auténtico sabio- , sino para "hallar al otro",·· 

-r-n el que se adiv·ina - ¡Oh ansia de la pe1·dumbilidad!- la proPia p1·o

.longa.c·ión. 

Bajo este prisma nos e:\:phcamos el polimorfismo de la pe1·sonal·idad 

.de Puig A dcm1<: invesf.igador, filósofo, maest'I'O, pintor, músico, orador y 

escritor de fina escuela. y sensibilidad. Polijormismo que, dentro de la clave 

-dual matemático-educado?·, precisara su maestro, don Ant.onio Torroja, al 

contestar al discuTso P·ron-un.ciado Po1· Puig A dam en su ingreso en la Real 

Academia de Ciencias Exactas, Físicas :>' Natura.les, y que se just.ifica por 

.el hecho de qt'e Puig Adam ha entendido la Mate1~~ática com_o filosofía. 

y como ciencia, pe1·o también como a1·te, a modo de una. • ap-x.Y; » vital, 

.al estilo de los pensadores '"físicos" de la fon·ia, si bien con una posttwa 

más racional y definida .. 4 esto ha unido tm irnpe-rat.i-uo vocac·ional, fnti

.mo e in·emtnciable, converf'Ído ya en destino de su existencia.: el ma

gisterio. 

Ciertamente Pu·ig Adam es una de las figums 1·elevantes que EsPa1"ia 

.ofrece denh·o de la j)/éyade d<: gmndes matemáticos 1nodenws. Como di

dáctico merece -con Rey Pastor- capítulo aparte. A él se debe la reno

-:;ación de métodos que poco a poco ha ·ido act.iva.ndo t.oda una Pedagogía, 

cadttca e ineficaz, pa1'a adapta.1·la, desde la esc·uela primaria y los est14-d·ios 

:medios, a lo que la Matemática s·uf>one como ej~ de la Cie?~cia y la técnica 





































































§ 2. I.A MATEMATICA Y El, HOMBRE' 

En esta presentación intentaré desarrollar, del modo más asequible que 

pueda, estas dos cuestiones : ¿Por qué y para qné surge el pensamiento 

matemático en el hombre? ¿Cómo ha ido evolucionando y desarrollándo

se este pensamiento en relación con el progreso técnico y las condiciones 

materiales de vida de la humanidad? 

P ROSA Y VERSO EN LA CUNA DE I,A 111!\'l'EliiÁ'!'ICA 

La Matemática es tan vieja como el instinto de propiedad, es decir, tan 
antigua como el hombre mismo. Este se sintió matemático en cuanto el afán 
de retener lo suyo le llevó a contar sus rebaños y a medir sus tierras Es 
sabido que los antiguos historiadores atribuyen el origen y el nombre de la 
Geometría a los métodos de que habían de valerse los pobladores del Valle 
del N ilo para volver a deslindar sus campos después de las periódicas innn
dadones. Pero la Matemática no se reduce a contar y a medir, ni su creci

miento ha obedecido sólo a impulsos posesorios materiales. Como toda cien
cia, la Matemática crece estimulada por la curiosidad desinteresada y por el 

afán creador del hombre. Los hijos del espíritu, como los de la carne, nacen 
al mandato de nobles instintos creadores, los cuales se alimentan a su vez de 
sutiles curiosidades. Pero dejando ya los comentarios sobre la prosa y el 
verso que envuelven la cuna de la Matemática, salgamos al paso de la pre

gunta que adivino en muchos lectores. Ante todo, ¿qué es la Matemática? 

1 .:\~radece:uos a Editorial Labor la antorización que amablemente nos h11 r.on· 

cedido de reprodncir este artículo del autor con el que encabeza y presenta la Sec 
ción de Matemáticas de ln "RN~lC'T,OT?EDIA que está publicando dicha Editorial. 
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I,A CIENCtA DE LOS 1\SQUI\MAS 

A esta pregunta digo como el clásico: « ... y en mi vida me he visto en 
tanto aprietan: Porque los matemático~ todavía no saben bien cómo definir 
su Ciencia. Por decir algo, algunos tratadistas la han presentado como «la 
ciencia de la cantidad>>, definición a todas luces insuficiente, en virtud de 
la cual proposiciones como ésta : <<Dos paralelas a una tercera son paralelas 
entre síll, no podrían ser consideradas como matemáticas, ya que en ella no 
se hace alusión alguna a la cantidad. La Matemática no sólo estudia rela
ciones de carácter cuantitativo, sino que penetra en campos conceptuales 
más amplios ; tan amplios que, repito, es muy difícil encuadrarlos en el es
trecho marco de una definición. Pero, en fin, intentaré una primera defi
nición aproximada recordando las palabras que escribí en una colección de 
autógrafos relacionados con el mundo infantil : 

<<Quiere saber el niño cómo anda el juguete recién comprado, y sus de
dines no paran hasta reducirlo a un montón de resortes, de ruedas y piezas 
de hojalata. No le riñáis. Esta bendita curiosidad le llevará algún día a 
querer penetrar los secretos. el mundo y de la civilización en. que vive. I~os 
científicos son tüños grandes que escudriñan en sus laboratorios los mara
villosos juguetes que el mundo natural ofrece a su curiosidad. Hurgando, 
hurgando, pasan del mundo de las cosas al mundo de los esquemas y al arte 
que estudia su belleza y su trazado: la Matemática.>> 

Claro es que, al presentar de este modo la Matemática como la artística 
ciencia de los esquemas, aplico la palabra esquema. en un sentido amplio, 
es decir, como sinónimo de símbolo, de abstmcción. Rl hombre primitivo, al 
representar cada una de sus ovejas por un trazo en el tronco del árbol, lo 
mismo que al representar más tarde su terreno por un cuadrilátero en un 
papiro, empez{> a: hacer matemáticas precisamente porque empezó a esque
matizar, a simbolizar. 

UN ~SQURMA DE LA CillNCIA 

Y con la palabra <<esquema», empleada ea su doble sentido estrictc y 

metafórico, podemos empezar a darnos cuenta del papel que la Matemática 
ha desempeñado en la historia del progreso humano. 

El hombre, en nn principjo impotente ante la inmensidad de las fuerzas 
naturales, y atónito ante la complejidad ele los fenómenos que a su alrede-
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casillero? Si partimos del supuesto de que cada español tiene un número de 

cabellos distinto, la consecuencia obligada a que llegaremos es que son pre

cisas tantas casillas como españoles, es decir, 30 millones. Por tanto, en la 
última casilla figurará la ficha de Ull español COn 30 millones de cabellos 

en la cabeza, es decir, tantos como habitantes tiene España. Esta conse

cuencia empieza ya a hacer tambalear nuestras primeras convicciones, por· 
que ... ¡parecen demasiados cabellos 1 J;>ara cerciorarnos, procedamos con 

toda garantía efectuando una experienca muy sencilla, que puede repetirse 

en varias cabezas: Con un cuentahilos contemos los folículos capilares que 
brotan en una pequeña región de nuestro cuero cabelludo. Nos daremos 

pronto cuenta de que no llegan a 100 los cabellos que nacen en cada cen
túnetro cuadrado y, por lo tanto, siendo la superficie ocupada por nuestros 
·~abellos seguramente inferior a 10 decímetros cuadrados, es decir, 1.000 

centímetros cuadrados (extensión de un pañuelo corriente con el cual po

d emos cubrir de sobra nuestro cuero cabelludo), deducimos fácilmente que 

el número de nuestros cabellos es, sin duda alguna, inferior a 100.000. Véase 
cuán lejos quedamos de los 80 millones a los que nos había conducido nues
tra primera impresión. Ahora podemos afirmar, con mejor conocimiento de 

causa, que nuestro imaginario casillero no podrá contener más de 100.000 
casillas y, por tanto, los 30 millones de fichas se distribuirán, en el caso de 

distribución más uniforme, o de menor frecuencia, a razón de 300 fich as por 
casilla . En resumen, podetn'os afirmar categóricamente no sólo la existencia 

de dos, sino hasta de 300 españoles, por lo menos, con igual número de Cl'l

bellos. Y, al revés de lo que antes creíamos, si mayor fuera el número de 

h abitantes, mayor sería el número de coincidentes. 

He aquí, en pequeño, en este trivial ejemplo, el proceso científico a que 

antes me referí. Partiendo de sencillas observaciones efectuadas con un 
cu entahílos, hemos establecido por inducción esta ley natural : ((Cada es

pañol tiene menos de 100.000 cabellos .» De esta sencilla ley, y con un breve 

razonamiento de carácter matemático, hemos podido contestar la pregunta 
formulada, prediciendo el resultado de una experiencia tan complicada que 
sería materialmente imposible de realizar. H emos éonseguido, pues, una 

pequeña conquista científica sobre nuestra ceguera empír ica, conqriista in
trascendente en sí mi~ma, por snpuesto, pero de tan limpia ejecutoria ra

cional como pueda serlo la predicción de un eclipse. 
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mente en las obras de Aristóteles {s.-Iv) y de Euclides (s.-m). De-jando a 
un lado Aristóteles, superado sig-los después por Galileo, dig-amos que 
los Elementos, de Euclides, que comprenden la mayor parte de los co
nocimientos de Aritmética y Geometría de nuestros bachilleres, no sólo 
fueron durante toda la Edad Antigua y Media el principal alimento ma
temático de la Humanidad, sino que ha sido preciso llegar hasta fines 
del siglo pasado para mejorarlos en lo que a fundamentos se refiere. Alguno 
de sus postulados, como el de las paralelas, sometido a debate y prueba 
durante tantos siglos, . ha sido rigurosamente establecido como indemos
trable· en · las modernas teorías· ·axiot:iláticas, que han venido a confirmar 
así la solidez del genio euclídeo. 

Los griegos, al ordenar y organizar deductivameute la Aritmética y la 
Geometría, fueron las primeras amas de casa de nuestra querida Ciencia. 
Pero no se limitaron a eso, naturalmente. Antes y después de efectuar tal 
sistematización enriquecieron la Técnica y la Matemática con numerosas 
aportaciones propias, elevándola a una altura que tardó muchos siglos en 
ser superada. Básteme citar los nombres del colosal geómetra Apolouio; 
con su monumental tratado sobre cónicas, y Arquímedes, genio e ingenio 
a un tiempo, admirable tipo ele técnico y de investigador, que lo mismo 
dió un método para calcular 1t, que cuaclró segmentos de parábola, cubicó 
cuerpos de revolución, estudió el equilibrio de cuerpos flotantes, inventó 
multitud de artefactos mecánicos para paz y guerra (tornos para subir agua, 
catapultas para lanzamiento de proyectiles, etc.) . Consti~uye el primer gran 
ejemplo que prueba la unión inseparable de la Ciencia y de la 'I'écnica, 
pese al desprecio que los teóricos griegos solían tener para las aplicaciones. 

lU, PRAGIIIA'l'ISMO ORIEN1'1\L.-FLUJO Y REFLUJO 

DE LA 'CUT,'l'URA MA'l'EMÁ'l'ICA ANl'JGUA A 'l'RAVÉS 

DEL MEDI'l.'ERRÁNEO.- T,OS t\RADES 

Características muy distintas conservó la cultura oriental, entregada al 
servicio de las aplicaciones. Si los conocimientos empíricos de los plimi~ 
t ivos pueblos de Oriente, al llegar a las costas mediterráneas, fueron el 
origen de la ciencia helénica que los organizó cleductivamente, el poderoso 
imperio de Alejandro, devolviendo a sus confines orientales la cultura 
griega, la extendió probablemente hasta la India. Las hindúes, al tiempo 
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condujeron a la noción de derivada, mientras que la medida de áreas y 
volúmenes y la determinación de movimientos de velocidad o aceleración 
~,refijadas, dieron origen al cálculo integral. La mecánica racional encon
traba en el cálculo infinitesimal el molde matemático adecuado para su 
desarrollo. Un siglo y medio transcurría solamente desde la formulación 
de sus leyes fundamentales por Newton, a fines del siglo xvn, hasta los 
impresionantes cálculos de Leverrier, que condujeron al descubrimiento 
del planeta Neptuno en 1846, partiendo de las perturbaciones en la órbita 
de Urano y que, comunicado a los observatorios astronómicos, fue inme
diatamente corroborado por observación directa del astrónomo Galle, de 
Berlín, casi exactamente en el lugar previsto en aquel momento por Le
verrier 2

• No podía pedirse éxito más resonante ni triunfo más sensacio
nal ~ una ciencia que, comenzando con experiencias y observaciones so
bre la caíJa de los cuerpos, había llegado a predecir la presencia y posic.ión 
de todo un planeta situado a 4.600 millones de kilómetros del cerebro que 
lo descubría sin verlo, después de perseguirlo varios años llenando de gua
rismos centenares de cuartill as . 

En este siglo y medio se coronaba la obra de la Mecánica con las a110r
taciones geniales de Euler, de Jos Bernouilli, Laplace, Lagrange, d' Alem
bert, etc., y con el a vanee que éstos y otros grandes matemáticos, como 
Cauchy y Gauss, daban a la teoría de ecuaciones diferenciales desarrolla
da a impulsos de los interrogantes de la Mecánica. 

Simultáneamente, el auge adquirido por el tráfico con Ultramar in
crementó hasta tal punto las transacciones comerciales, que los pueblos 
sintieron, a fines del siglo XVIII, la necesidad de unificar sus mediJas, 
creando el sistema métrico, cuya unidad se derivó de la medida del me
ridiano terrestre. Las costosas expediciones y operaciones de medida que 
para ello hubo de realizarse, atrajeron la atención ele lo sabios hacia la 
ciencia geodésica y motivaron que el genio matemático de la época, Gauss, 
estudiara la curvatura de superficies y, en general, la geometría sobre su
perficies curvas. Esta geometría, generalizada más tarde por Riemanu a 
espacios d& mayor número de dimensiones, ha dado origen al cálculo di
ferencial absoluto y a la teoría de la relatividad generalizada. 

2 •El planeta cuya existencia habéis anunciado -escribía GALtE- existe realmen
te. El día mismo en que recibí vuestra carta encontré una pequeiia estrella que no 
t!Blaba inscrita en las cartas celestes de la Academia de Tierl(n. La observación dd 
día siguiente decidió que era, en realidad, el planeta buscado.» 
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a.ían explicación difícil en las teorías antiguas, y, finalmente, las que per· 
mitieron establecer las primeras leyes de la mecánica relativista restringida 
\leyes de Lorentz). 

I,A 'l'~CNICA DEI, SIGT.O XX.-·I.OS RUMBOS FUTUROS 

Y SU INS'l'RUl\I~N'J'i\1, MA'l'El\fÁ1'1CO 

Y con ello llegamos al siglo actual. Una rica y dúctil fuente de energla 
natural, el petróleo, ha tenido en el presente siglo su más completa ex· 
plotación y rendimiento con el perfeccionamiento afiligranado del motor 
de explosión. Ello ha permitido la rapidísima conquista del aire. La téc
nica ele la a\'iación se hall a todavía en pleno progreso con los métodos 
modernos ele propulsión y el vuelo supersónico, que están sometiendo a la 
más dura prueba la teoría de ecuaciones en <h:rivadas parciales de tipo 
hiperbólico, nuevo préstamo que la aviación recibe del cálculo déspués de 
la considerable aportación de las funciones de variable compleja, a la 
teoría de la sustentación del ala. 

Pero la demanda de energía crece y crece de día en día con las nece
sidades pacíficas y guerreras. Insuficientes ya las fuentes de energía des· 
cubiertas en el siglo pasado, se ha conseguido en el presente el alumbra
miento, por vía físico-matemática, del más sorprendente e inmensurable 
almacén de energía : la materia. 'reorías matemáticas, como la relativi
dad y la mecánica cuántica, que nacieron muy alejadas de toda especu
lación industrial, prepararon científicamente esta reciente y colosal gesta 
del hombre: la conversión de la materia en energía. Así, la cruzada ener
gética que empezó hace un siglo quemando carbón, termina hoy deshacien
do el átomo; y pues que el hombre supo convertir el fuego devastador en 
instrumento pacífico de trabajo, no es utópico esperar que, más pronto o 
más tarde, acabe dominando la desintegración atómica a su voluntad para 
obtener con ella no sólo el aniquilamiento del et~eli.1igo, sino la energía 
creadora que le falte cuanño las fuentes anteriores se hayan agotado. A 
esta meta se dirige uno de los más importantes sectores de la investigac.tón 
técnica presente. Pero junto a esta meta existe otra mucho más fina y 

quizás aún más característica del progreso actual. H emos dicho que la Hu
manidad empezó, hace un siglo, a buscar en las energías naturales el modo 
de liberarse del esftterzo mns~nlar; pP.m 1~;> (}m•daba todavía la tarea de 
conducir, de vigilar tales energías con las que sustituía la suya. Un siglo 
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vestigación técnica para resolver los arduos problemas matemáticos a que 
tales investigaciones conducen. La longitud inconcebible de la mayor pM
te de estos procesos de cálculo ha aguzado el ingenjo de los matemáticos 
y electrotécnicos en estos últimos decenios, en los que se ha llegado a la 
construcción de gigantes cerebros electrónicos que, como hemo::; dicho, 
realizan a velocidades alucinantes los más largos e intrincados de dichos. 
procesos. 

Vemos, en resumen, que el hombre de ciudad moderno, desde que se 
levanta hasta que se acuesta, no sufre molestia ni goza comodidad que 
no sean en gran parte tributarias de la investigación matemática. El tim
bre que lo despierta, el trolebús que lo transporta, el ascensor que lo ek 
va, la luz que lo alumbra, el teléfono que le avisa, la radio que lo distrae: ... , 
todo ha sido calculado matemáticamente, todo se nutre de energía lejana 
traída a través de costosas instalaciones, cuyo cálculo descansa sobre el es
fuerzo de los físicos y matemáticos de generaciones pretéritas. Cálculos. 
y teorías ig ualmente erizados de matemáticas, aseguran la estabilidad de 
las construcciones que lo cobijan, el correcto funcionamiento de la ma
quinaria en que se fabrican las telas que lo abrigan y los útiles con que 
trabaja, y hasta la estabilidad de su economía y la de los suyos eu los. 
riesgos de enfermedad y muerte . El mismo tributo matemático lleva con-· 
sigo, por desgracia, la bomba que le arranca la vida o el hogar, el cañón 
que la disparó o el avión que la condujo¡ hasta las trayectorias de caída 
van precisadas por los cálculos matemáticos de los técnicos de la destruc
ción . Pero matemático es también el temblor de la onda que lo previene 
y er radar que guiará los autómatas que lo defiendan mai1ana del pelig ro. 

VALORJtS I<:S'l'É'l'ICOS DU LA CRI!ACIÓN MA'l'EMÁ'l'ICA 

Mas no quisiera terminar este prólogo con tal exhibición de valores 
meramente utilitarios de la J\IIatemática. Quiero cerrarlo con un canto a 
otro valor más noble, su valor estético como obra pura y bella del espí 
ritu humano, que me hizo presentarla, en un principio, como el 11.1·te ele 
los esquemas. Si las principales teorías han tomado origen de problema5 
práct icos, no es menos cierto que los conceptos abstractos en ellas elabo
rados se enseñorean de nuestra mente, y, al tomar carta de naturaleza en 
ella, prolíferau, dando lugar a ¡as más beUas construccione$ intelectuales, 
cuyas aplicaciones futuras todavía son un misterio. Ya hemos visto cómo 





MIRANDO AL FUTURO 
(Nuevas perspectivas) 

. § l . SOBRE CIBERNETICA 

GllNitSIS Y PROELIIMAS 
1 

Hablar de una ciencia de base marcadamente físico-matemática a un 
público polarizado en otros sectores no resulta tarea fácil. Por otra parte, 
tampoco es posible delimitar de modo preciso una regi6n conceptual cuan-

. do· apenas se empiezan a vislumbrar sus extensas perspectivas. De todos 
modos, intentaré dar una ligera visión de los problemas técnicos relacio
nados con esta ciencia, en la forma más sencilla que me sea posible y ciU u 

de proyectar sus repercusiones en campos que no me son familiares, in
tercalando alguna que otra pincelada matemática con resonancias de co· 
secha propia. 

CIBERNÉTICA Y AU'l'OMÁ'l'ICA 

Para ser completamente objetivo, tengo que empeza1· declarando yuc 
la palabra Cíbernética no es, hoy por hoy, ni más ni menos que el título 
que el célebre matemático Norberto Wiener ha dado a un conjunto de 
problemas y cuestiones concernientes a las técnicas modernas de la co
municación y del control, así como a las analogías biológicas que tales 
cuestiones suscitan. Claro es que el mérito de Wiener no radica en el he-

1 Artículo publicado en la dtevista de Psicologfa General y Aplicada". Julio-sep
tiembre 1951. 
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cho de haber dado un nombre, sino en haber concebido una cierta unidad 
científica que lo justifique. A su libro con este título envío al lector cu
rioso, y matemáticamente preparado, que desee una información comple
ta de sus ideas, que, dicho sea de paso, han suscitado no poca hostilidad, 

especialmente en lo que se refiere a las pretendidas derivaciones psicobio-
16gicas 2

• 

Para comprender mejor el alcance y significado de las técnicas aludi
das, remontémonos, por un momento, al proceso histórico que les ha dado 
origen. El hombre lucha, des!fe . su creación, con las fuerzas naturales. Al 
principio se limitó a defenderse de ell.as; luego quiso dominarlas y en 
cauzarlas para aliviarse del esfuerzo muscular (técnica que culminó en el 
progreso industrial de los siglos XVIII y XIX), y ahora trata de conducir

las automáticamente, aliviándose, asiltlisruo, de las tareas de vigilar, in
formarse, corregir, ajustar .. . ; en una palabra, trata de gobernar automá
ticamente los ingenios con los que encauza aquellas fuerzas para sus fi
nes. Y así, la palabra «Cibernética)) está tomada del griego xo~Epv-~1:lj:¡, 

que significa piloto, timonel; de ella procede asimismo nuestro vocablo 
«gobierno». 

Sin que pueda calificarse de ciencia totalmente nueva, ya que al do
minio de la Cibernética pertenece, en rigor, la técnica clásica de la re

gulación, es lo cierto que los modernos recursos que proporciona la elec
trónica le están dando en nuestros tiempos {especialmente desde la. últi
ma guerra) tales avances que bien pudieran- marcar el sello característico 
de la técnica del siglo xx. 

Por lo apuntado, ya intuirá el lector que esta moderna automática 
intenta suplantar al hombre en tareas de categoría superior a la mu~cu

lar, aunque sin llegar, naturalmente, a las funciones creadoras de la in
teligencia. 'l'r{1tase de sustituirle o ayudarle en actividades que el hombre 
mismo termina reduciendo a automatismos o a reflejos condicionados des
pués de breve aprendizaje. Veamos algunos ejemplos. 

2 Desde que este articulo fue ~:escrito,. hasta hoy, han aparecido varias obras 
r.on el título «Cibernética» o similut·, millares de Hr tíc\tlos dedicados a sus proble

mas ; han surgido rE'.vistas r.specializadas (una española entre ellas), sociedades de 
cultivadores .... y se han celebrado varios cert{unenes inlernnrion:~les p;~ra el inter
cambio de ideas y revisión de !unuanit:nlos. 1'oüo ello no altera, sin embargo, lo 
esencial del art!cu !o. N. del A. 
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Es decir: 

[ l] 

Esta integ ral constituye el llamado i>roducto comfYLwsto (Faltung, con
volution) de las funciones x, a y se transforma en producto ordinario me

diante la transformación de Laplace, de modo que si E (¡), Y! (·í), a(¡) son 
las transformadas Laplacc de x(t), y(t), a(t), verifican la relación (y pará
metro complejo) 

r¡ ("'() = a ("() ~ (¡) o bien ~ (¡) = cp (·f) y¡ (¡) con cp = 1. : a IZT 

La relación de carácter trascendente [ 1] queda así reducida a la p;o 
porcíonalidad f uncional [2j, lo que simplifica consid~rablemente el tra

tamiento matemático de los sistemas. En particular la condición necesaria 
y suficiente para que e l sistema sea estable es que la función a(t.) sea 

absolutamente integrable en el futuro (t > O), o sea, debe existir un ;,ú. 
mero L > O tal que 

Ji a (t) 1 dt < L para toda t 

o 

Esta condición se puede formular en los sistemas físicos corrientes (es
pecialmente en los circuitos eléctricos) mediante otra condición relativa 
a la transformada a. (y) o <p (y} que resulta más directamente verificabíe, 
a saber: cp (y) debe tener todas sus raíces a la izquierda del eje imagina
rio, o lo que es eqnivalente: La región transformada del semiplano 
R (y) ::::::,. O por la función de transformación cp (y) debe excluir el origen 

de coordenadas. El problema de estabilidad ha quedado así reducido a 
una sencillísima cuesti<)n de topología que se traduce en el diagrama d~:: 

N' yquist, bien conocido de los especialistas en servomecanismos. };'ero vol
'iamos al hilo de las realizaciones técnicas. 

'NUJWOS EJl\MP!,OS. I,'!MI'l'ACIONES 

Otro ejemplo: Un artillero dirige la visual a nn hlnnrn, el cual, al 
propio tiempo que se desplaza, oscila con cierta rapidez alrededor de su 
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§ 2. SOBRE LA .MODERNA TEORIA DE LA INFORMACION 1 

El empuje dado durante la última g uerra a la técnica de la comun•ca
óón ha estimulado su estructuración matemática. Pieza clave de tal es
·tructura es el concepto de CMtL'idad de información. La agudeza desplegada 
,_.n los criterios ele medida de dicha cantidad y el paralelismo. existente 
.entre las fónnnlas qu e dan esta medida y las que expresan en termodiná
mica estadística la magnitud física denominada entropía, bien merecen 
los intentos de divulgación que permitan hacer captar su belleza al públi
·co culto no espec1alizado. 

:I,A CO;\IUNICACIÓN Y SUS NlVllU~S 

Para los físicomatemáticos cultivadores de dicha teoría, comunicadón 
-es todo acto por medio del cual un ser infl.nye en la conducta de otro. 
De este modo incluyen en la teoría de la comunicación la mayor parte de 
las manifestaciones de la vida de relación humana : lenguaje, ::~rte, mú
-sica, teatro ... , y asimismo las relaciones entre animales, y, a mayor abun
·damiento, las conexiones entre ingenios y mecanismos. 

Un sistema ele comunicaci(m enlaza dos sujetos: remitente y destina· 
tario. Conviene considerar el primero como elemento que selecciona el 
mensaje entre una multitud de mensajes posibles, y el segundo, como un 
'!.·n jeto expectante, cuya incertidumbre apriorística, acerca del mensaje que 
·espera, corre parejas con la libertad de selección del emisor. La transmi
·f-: i6n del mensaje se hace a través de un vehículo o canal (niaterial o in-

1 Este trabajo recoge, en lo sustancial, las ideas expuestas por el autor en el d is
-curso que pronunció el. d{a JO de noviembre d e 1954 en la Real Academia de Ciencias 
Exactas, Físicas y Naturales y fué publicado en la revista cArbono, del Consejo Su
¡p~ior de Investigaciones Científicas en mayo ele 1955, nÍlm. lll. 
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"'aterial), pero antes precisa transformar el mensaje en señales transmisi
bles por medio de tal vehículo . Ello obliga a interponer, entre el sujeto 
emisor y el canal, un elemento transmisor que traduce el mensaje en se
ñales, y, asimismo, entr~ el canal y el destinatario un receptor que efectúe 
la traducción inversa. En resumen : el remitente selecciona, el transmisor 
t-raduce, el canal tra11smitc y el receptor interpreta para que el destinatario 
1·eciba. 

Nótese que los elementos transmisor y receptor, encargados de traducir 
E'l mensaje en señal, y viceversa, pueden ser muy complejos, según lo que 
juzguemos como sujetos remitente y destinatario, lo que consideremos como 
mensaje y señal, según donde situemos, en definitiva, el origen y el tér·· 
mino de la cadena. Porque, si en un sistema de comunicación telegrálica,. 
consideramos como mensaje el telegrama tal cual sale de las manos del 
remitente, el sistema transmisor está formado por el aparato Morse o tele
tipo junto con el telegrafista que lo maneja; pero si consideramos el origen 
del mensaje en el cerebro remitente, entonces se añade al aparato trans
misor anterior todo el sistema nervioso muscular de éste, capaz de dar 
forma escrita al mensaje conceptual. Y aun en capas más profundas halla
ríamos todo el sistema lógico intelectual sintético capaz de resumir en 
pocos términos el complejo conceptual que se desea tnnsmitir. Operaciones
inversas aparecen, naturalmente, en la traducci6n y comprensión del tele
grama por parte del destinatario. E n cada una de estas fases pueden, IHles,. 
surgir causas de error y perturbación ( noise), afectando no solamente a 
la transmisión técnica de las señales, sino también a la transformación o· 
traducción previa y posterior del mensaje. 

Seg6n la capa más o menos profunda a que lleguemos en el origen y· 

en el destino de la comunicación, así resultan los distintos niveles a que
alude Warren Weaver en su it1teresante epílogo a la teoría de Shanon 2 

•. 

El n ivel técnico, en el que pretende situarse exclusivamente Shauon, estu· 
día simplemente la transmisión de símbolos o señales. El nivel semántico· 
cala más hondo, estudiando la transmisión de conceptos. · Finalmente, a6n. 
cabe situarnos en nivel más profundo que podríamos llamar psicológico,. 
estudiando la influencia que <ietermina el mensaje transmitido en la con
ducta del sujeto receptor. 

Afirma Weaver, con raz9n, que los tres niveles no son tan independien
tes como pueden parecer a primera vista y no permiten una división de-

: SnANON, CtAUDI! : 1'1le Mathematical Theory of Commtmic.atiOil. 





62 MIR1\NDO AL FU'l'URO 

y todavía habría que añadir habitación, si hubiera en el piso muchos hués
pedes. Parece, pues, obligado admitir qne la cantidad de información 
necesaria para encontrar a un individuo en un colectivo crece con el número· 
de individuos del mismo; es decir, es una función creciente de dicho
número, y sólo resta precisar qué función nos conviene elegir. Es natural 
adoptar una función tal que dé para dos individuos una cantidad de in
formación que sea la suma de las necesarias para cada uno de ellos. Ahora 
bien, el número de parejas de individuos que se pueden formar con Jos de 
dos colectividades es el. producto (no la suma) de los números de individuc•s 
de una y de otra. Se comprende así que la escala o función natural di! 
medida es la logarítmica, por ser la única que transforma el producto en 
suma. Y con esto hemos dado el primer paso fundamental en el problema 
<le la medida : la medida de la información necesaria para individualizar 
nn elemento entre un número finito de ellos se obtiene tomando el logarit
mo del núm ero de individuos del conjunto. La base del sistema de Loga
ritmos dependerá de la elección de unidad. Este resultado, obtenido me
diante un ejemplo sencillo, se generaliza luego convenientemente para 
medir la cantidad de información en casos más complejos. 

Pero, antes de seguir adelante, permítaseme reforzar la naturalidad de· 
esta medida logarítmica de la cantidad de información con un ejemplo 
que me parece de la mayor oportunidad. 

Entre los juegos de adivinación son bastante conocidas unas tablitas. 
éle números (que el lector mismo podrá construir después de leer lo que 
sigue) , tales que, elegido un número al azar, basta señalar las tablas en 
las que se halla escrito para qnl;! d poseedor de la clave acierte el número · 
elegido. Consiste el secreto en sumar los números que encabezan las ta
blas· señaladas. 

Para comprender la esencia matemática del juego, basta imaginar los. 
n.úmeros escritos en sistema binario. Se manejan números que tienen (a 
lo sumo) tantas cifras binarias (0,1) como tablas examinadas. En la pri
mera tabla escribiremos los números enteros cuya cifra de unidades de 
primer orden es 1 (es decir, los impares 1, 3, 5 ... ) ; en la segunda tabla 
e:scribiremos todos los que tienen .1 en las unidades de segundo orden, 
empezando por el más pequeño (es decir, 10, que significa 2, al que se
guirán 11 =3, 110 = 6, 111 = 7 ... ); en la tercera tabla escribiremos 
todos los qltl;! tienen 1 en las unidades de tercer orden, y así sucesivame11te . 
El número que encabeza cada tabla es el menor de ellos, es decir, aquel' 
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nos que la palabra Guadalajara, por lo que esta última contiene mayor 
grado de información. 

Resumiendo: dos informaciones literalmente iguales (calle y número) 
pueden contener cantidades de información totalmente distintas si re.::aen 
sobre conjuntos (ciudades) diferentes, cuyo conocimiento se supone im
plícito en el receptor. Por el contrario, dos informaciones pueden tener 
idéntico valor, siendo literalmente distintas, por efecto de una distinta 
codificación ge::ográfica. 

El ejemplo que precede, con toda su ingenua simplicidad, pone acle
más de manifiesto las dificultades que introduce en la teoría de la infor
mación el carácter semántico de los mensajes. Si unos mismos atributos 
(calle y número) tienen valor informativo distinto, según el concepto (lu
gar) sobre el que recaen (Madrid o Guadalajara), no es de extrañar que lo 
mismo ocurra para atributos más generales contenidos en la emisión de 
cualquier juicio, ya que constituyen it1formaciones cuyo valor es variable 
según la amplitud del concepto sobre el que recae el juicio emitido, y, 
por . tanto, según la cantidad de información que el simple enunciado de 
dicho concepto supone. Ante esta dificultad, la teoría de la información 
intenta eludir el carácter semántico de las frases transmitidas, considerando 
éstas como simples conjuntos de letras del alfabeto, del mismo modo que 
la infonnación en el juego de las tablas es un conjunto de afirmaciones 
o negaciones representables por un alfabeto de dos signos, O y l. 

Pero la dificultad que se soslaya por un lado surge por otro, compli
cando las fórm ulas y exigiendo un análisis muy fino de las mismas. Si la 
cantidad de información de un telegrama ordinario formado por n signos 
cifras binarias se formula razonablemente mediante el logaritmo de zn, 
seria erróneo formular por analogía, mediante el logaritmo de 3011, la 
cantidad de información necesaria para individualizar un número de n 

tomados de un alfabeto que tenga 30 en total. Aunque sea también son 
.el número de variaciones n-arias con repetición de dichos signos, ocurre 
en este caso que la mayor parte de tales variaciones son totalmente impro
bables, no sólo desde el punto de vista conceptual, por carecer de sentido, 
sino aun desde el simple punto de vista fonético y ortográfico. Ninguna 
palabra castellana tiene, por ejemplo, consecutivas las letras q r, m las 
i k, ni las 11 f ... Aparece, pues, como esencial en estas cuestiones la no
ción de probabilidad del mensaje, noción que estaba ya latente en los 
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liiENSAJllS ALEATORIOS 

El conocimiento de la frecuencia estadística de las letras aisladas, así 
como de sus combinaciones binarias, ternarias, etc., en el idioma, permite 
aprovechar al máximo un canal preestablecido o proyectar el sistema o 
canal más económico eligiendo una codificación de señales conveniente. 
Este aspecto ingenieril estadístico del estudio de un idioma no es total
mente nuevo, ya que más o menos racionalmente se hubo de tener en 
cuenta en los sistemas taquigráficos al uso; pero la moderna técnica de 
la comunicación es la que ha permitido apreciar su trascendencia, ha
biéndose tabulado en el idioma inglés las frecuencias no sólo de las letras 
aisladas, sino también de sus combinaciones binarias y ternarias, y cosa 
parecida se ha iniciado con }as agrupaciones de palabras. 

Shanon presenta, en su artículo ya citado, ejemplos ele sucesiones de 
letras construídas al azar teniendo en cuenta dichas probabilidades, y es 
muy curioso comprobar cómo a medida que se tienen en cuenta más datos 
estadísticos de esta naturaleza, más se van pareciendo los mensajes alea
torios a los mensajes naturales. 

A falta de tablas de probabilidades análogas en castellano, y con ob
jeto de presentar una ilustración más familíar para el lector, construyo 
a continuaci(m una sucesión de mensajes aleatorios, aplicando al castellano 
una técnica análoga a la indicada por Shanon para el idioma inglés. 

Primer mensaje aleatorio.-Obtenido sorteando las 27 letras de nuestro 
alfabelo y un espacio, y anotando la sucesión de signos sacados a la 
suerte en los sorteos sucesivos. Ha resultado: 

oe iakgzchfmz,ymlt jincyfchz icgdolxllbsltroU1J 

Una secuencia que no tiene el menor vestigio idiomático, por el hecho 
de haber atribuído igual probabilidad a las 27 letras (y el espacio), lo que 
no ocurre en castellano ni en idioma alguno. 

Segundo mensaje aleato·rio.- Obtenido teniendo en cuenta las frecuen
cias de las letras aisladas en castell ano. l'ara ello hemos abierto un libro 
(novela) al azar, y hemos anotado la letra o espacio que ocupa un 01den 
designado al azar, en una línea ig ualmente elegida al azar. (Más adelante 
justificamos el hecho de que una novela pueda ser tomada como repre-
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Como curiosidad, indico a coniinuacion las secuencias de cuatro letras 
del texto que han dado origen aleatorio a la palabra muaaban: 

T un.a previa Primer fragmento 
aleuorio donde apareec 

za traza marina 

a m la muriente 

rnu pasos mudos 

mud trasmudados - -
u da saludables -
dab se le mudaba 

aba compraban 

han ansiaban la 

Como se ve, a medida que se van teniendo en cuenta las frecuencias 
estadísticas de agrupaciones de orden más elevado. va creciendo la pro
porción de palabras con sentido propio, y la resonancia fonética de las 
demás va siendo cada vez más castellana. 

Efectuando análogamente construcciones aleatorias con palabras, en 
lugar de letras. se logra, a partir de las aproximaciones de segundo or
den y tercero, hilvanar al azar frases con sentido sintáctico y gramatical. 
(Véanse en el citado artículo de Shanon construcciones de este tipo en el 
idioma inglés.) 

En resumen : las interrelaciones entre las probabilidades de los sig
nos constituyen el reflejo estadístico que queda de su contenido con
C<~ptual, de tal modo que, recíprocamente, las propiedades estadísticas 
de las sucesiones de símbolos de un mensaje, permiten muchas veces 
~scender a dicho contenido; es decir, descifrarlo . Tal es el objeto d.:; la 
criptografía, cuyo fundamento matemático se halla en la estadística y en 
la teoría de la información. De aquí que, criptógrafos e ingenieros de co
municación, coincidan en estudiar el lenguaje como conjunto de signos 
relacionados estadísticamente. 

TgSJS ERGÓDJCA 

Se comprende que al descifrar un mensaje aislado, atribuyéndole las 
propiedades estadísticas del lenguaje, se establece una hipótesis sólo ad-
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LOS l\IUNSAjeS AR'l'ÍS'l'lCOS Y SU JtVOLUClÓN 

Como se dijo al empezar, la vida de relación humana cabe en gran 

parte dentro del concepto de comunicación de que hemos partido. 1\ .. da 
otra literaria o artística, novela, poema, cuadro o pieza musical, puede 

ser considerada como un mensaje, y hemos visto cómo el conjunto de 
signos tipográficos estampados en una novela tiene propiedades estadísticas 

representativas del idioma, reguladas por sus propiedades gnunatk;.les 
las cuales son trasunto en bloque de su contenido semántico. Si ele una 
novela pasamos a un libro de versos rimados, se reflejarán, además, en 
las propiedades estadísticas de los signos, las exigencias de la rima. Pues 
bien, este sencillo ejemplo de cómo las propiedades estadísticas de la for
ma acusan la presencia de un contemdo estético, sugiere generalizaciones 
rle mayor alcance. Pienso que algo parecido ocurre con las propiedades es
tadísticas de la estrúctura externa en los mensajes de pintores y músicos. 

Me refiero, claro es, a la distri.buci!'>n espacial de formas y colores en artes 
plásticas; a la sucesión temporal de ritmos y tonos, armonías y timbres en 
música, cuyas propiedades deben ser, asimismo, reflejo de las normas es
téticas seguidas en la obra. 

Ahora bien, parece al pronto que este género de mensajes escapan a 
todo intento de medida por el pretendido carácter de continuidad que 
atribuímos a su alfabeto, es decir, a la gama de tonos y timbres o a la 
gradación de formas y colores empleados en música o en pintura. 

Sin embargo, si analizamos la naturaleza de las estructuras orgánica:; a 
través de las cuales nos llegan tales mensajes, no hallaremos sino un nú
mero finito de fibras que vibran, un número finito de células excitaáas, 
un número finito de excitaciones diferenciadas por umbrales de sensación, 

nn número ciertamente enorme de todos estos elementos y de sus combi
naciones, pero finito. 

Por otra parte, la teorfa matemática de la comunicación ha elaborado ya 
el instrumental matemático necesario para dar entrada a dichos mensajes 

en la teoría cuantitativa de la información. Pero al margen de esta teoría 
matemática especializada, que no parece adecuado detallar aquí, quizá baste 
recordar al lector la limitación macro y microscópica de nuestros sentido5 
para que éste pueda concebir la cuantificación de tales mensajes y la posibi
lidad de tratarlos matemáticamente, como los mensajes discretos de la te-
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Centrado este artículo en torno al concepto y medida de la cantidad 
de información, creemos que debemos poner aquí punto final a esta esca
pada al terreno de los mensajes artísticos, escapada que, si bien nos ha 
desviado del tema central, permite entrever las amplias perspectivas q11e 

se ofrecen a la teoría de la información en campos no específi camente téc
nicos. 
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resolución de problemas de carácter lógico. Los mismos robots clasifica· 
dores de la moderna técnica automática resuelven en el fondo problema~ 
de carácter lógico al reconocer y agrupar elementos caracterizados por
grupos de cualidades (predicados) comunes. No sabemos, sin embargo, 
que se haya construído, mediante recursos tan al alcance de todos, material 
análogo al que presentamos hoy, capaz de permitir al alumno componer 
por sí mismo y rápidamente modelos de }as funciones proposicionales más 
variadas y resolver jugando con ellos los problemas usuales de la lógica 
formal. En lo sucesivo, por las razones expuestas y otras que se verán más 
adelante, designaré dicho conjunto de elementos con la denominación 
metafórica de «juguete». 

LAS FUNCIONHS PROPOSICIONAU~S EJ,EMEN'fAI,ES 

Y SU IN'!'ttRPRF.'l'ACIÓN 111EDIAN'l'lt CONEXIONES 

Como preámbulo conviene recordar dichas funciones lógicas indicando 
su interpretación en circuitos de interruptores. 

Representemos por p 1 q dos proposiciones lógicas capaces de adquirir 
solamen te valores de verdad (1) o falsedad (O) ; representemos con las 
mismas letras los estados de dos intenuptores, cada uno de los cuales 
establece contacto (1) o le quita (O) entre el par de bornas correspondiente. 

l.-Obsérvese ahora la analogía entre .los valores de verdad de la pro
posición compuesta «P y q» y los estados de contacto entre las bornas 
extremas en un acoplamiento en serie de los interrttptores P y q. 

1 

1 ....... t • • 
o o t ~ o 

o 
Fie. 1 ftg 2 Ftg :l 

La conjunci6n up y q» es cierta solamente cuando son ciertas ambas 
componentes p 1 q. En el acoplamiento en serie de dos interrttptores existe 
contacto entre las bornas extremas (circulitos blancos de la figura) cuan
do, y solamente cuando establecen co11tacto ambos interruptores P~ q. In
terpretando cada proposición m~diante un interruptor, el acoplamiento en 
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si p es cierta, p' es falsa, y para que sea cierta P' v p debe ser cierta q; 

por tanto, efectivamente la verdad de p implica (en el sentido ordinario} 
la verdad de q. Esta implicación no es reversible; puede ser cierta sin que 
lo sea la recíproca, es decir, siendo q verdadera y p verdadera o falsa . En 
resumen, la función p--+ q sólo es falsa cuando p es verdadera y q falsa . 

Para construir un circuito representativo ele tal función, P' v q, habre

mos de conectar en paralelo la J1egación P con q. Se comprende que es. 
necesario para ello poder llevar estados contrarios de la variable P al cir
cuito, y, por lo tanto, la conveniencia de representar dicha variable por 
un conmutador en lugar de un simple interruptvr. 

V.-También es conveniente dar nombre y notación específica a la 
relación p' v q', la cual es equivalente a la (p . q)' ya que sólo es falsa 
cuan9,o son simultáneamente verdaderas 1' y q (falsas P' y q') . Por ello llc1· 
maremos a esta función incompatibilidad de p y q y adoptaremos para elia 
la notación de Sheffer: p 1 q. 

Su representación, mediante un circuito, exige el acoplamiento en pa
ralelo de las negaciones de p y ele q, y, por tanto, el uso de conmutadorb. 
para representar ambas variables 4

• 

En seguida veremos cómo la necesidad de llevar valores contrarios, no 
sólo de las variables sino también de las funciones, a circuitos compuestos, 
nos impone no sólo la necesidad de conmutadores para realizar los estados. 
contrarios de las variables, sino también de acoplar, a los circuitos fundo· 
na les, aquéllos que den valores contrarios para poder arrastrar simultánea 
mente éstos. La inversión de resultados de conexión se realiza en telefonía 
mediante relés, y en electrónica mediante triados, pero la inserción de. 
unos y otros complica considerablemente los circuitos (por la necesidad de. 
generar corriente continua) y, dado el número relativamente corto de va· 
riables que utiliza la lógica formal, nos ha parecido didácticamente pre-· 

ferible la solución que proponemos de arrastrar dualmente las variables
Y las funciones, ya que tal solución ele circuitos duales nos la proporcwna 
elegantemente la misma dualidad del álgebra d,e Boole. Digamos, pues, 
dos palabras de sus propiedades formales. 

t Al margen del manejo de incompatibilidades, el interés teórico de la fun 
ción 1 radica en que en función de ella son expresables todas las demás, incluso la 

negación P' = P 1 P (= P' v P'). 
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mera propiedad distributiva. La comprobP.ción de tma y otra, viendo la 
equivalencia de los circuitos compuestos que representan uno y otro miem
bro, es igualmente sencilla. 

PROPOSICIONES COMPUUS'l'AS 

Todas las propiedades que considera la lógica de enunciados son expre
sables, como las leyes que acabamos de indicar, mediante combinaciones 
de las funciones elementales antes definidas. Nos limitaremos a poner al
gunos jemplos familiares en matemáticas. 

La relacipn 

<P --r q) = (q' ->- P'l (7] 

expresa la equivalencia entre un teorema y su contrarrecíproco. Principio 
básico de todas las demostraciones por reducción al absurdo . 

La relación 

<P --r q) . lq --r Pl = (p . q V P' . q') [::::: (p = q)J [8] 

expresa la simultaneidad en la certeza o en la falsedad (y, por tanto, ,·a 
equivalencia) ele dos proposiciones que sean tesis e hipótesis de dos teore
mas recíprocos. Se usa cuando se establecen condiciones necesarias y su
ficientes (caracterizaciones, lugares geométricos ... ). 

La relación 

(p ·-+ q) · (q --r '1 .. -., IP-+ ·r) (9] 

expresa la transitividad de la implicaci~)l;, transitividad esencial en toda 
teoría deductiva. 

La relación, un. poco más compleja, 

(p --r q) • (r --r s) . (p v r) . (q 1 s) --r (q --r Pl . (s --r 1') [lO] 

expresa el llamado teorema de Hauber o de reciprocidad en teoremas cvm 
puestos de varias hipótesis (dos en la fórmula: p) 1·) con sus tesis corres· 
pendientes (q) s) . Afirma tal teorema, y eso es lo que expresa la fórmula, 
que si se verifican los teoremas directos, y sus hipótesis se complementan 
al tiempo que sus tesis son incompatibles, los teoremas recíprocos fou 
ciertos. 
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Resulta interesante comprobar cómo estas relaciones pueden desgra
narse de las leyes formales del álgebra de Boole antes establecidas, pero 
ello nos desviaría del objett> de nuestro trabajo, que es el de construir los 
elementos necesarios para poder interpretar eléctricamente todas las rela
ciones análogas de la lógica de proposiciones. 

En los contados ejemplos indicados de proposiciones compuestas, se 
observa la reiterada aparición de la relación de implicactón entre resulta· 
dos de funciones más simples. Como para interpretar una implicación 
hemos de conectar en paralelo las bornas representativas de la contraria 
de la tu nci(m implicante con las de la implicada (véase 1).. 75-IV), de aquí 
la 11ecesidad, antes aludida, de arrastrar no sólo los valores de las fuucio· 
nes, sino también sus contrarios. Veamos cómo conseguirlo por aplicación 
de las leyes de dualidad {pág. 77). 

CIRCUI'f OS FUNCIONAUS DUAUtS 

Interpretemos, desde el origen, cada variable mediante un conl!mtador 
usual con dos pares de bornas y dos estados, de tal suerte que en uno de 

Fig . 4 Fig 5 

ellos (pulsador en alto, por ejemplo) se establezca contacto entre las de m! 
par, y en el otro estado (pulsador bajado) queden en contacto las bornas 
del otro par (fig. 3). Designaremos en los esquemas que siguen, medianh, 
circunferencias de trazo grueso, las bornas (negras en los modelos que 
hemos realizado) que están en contacto con el pulsador en alto, estado al 
que atribuiremos el valor de verdad (1) de la proposición¡ y ~on trazo fii10 
(bornas rojas en nuestros modelos) las que están en contacto con er pul
sador bajo, estado contrario, valor de falsedad (O) de Ja proposicion Tt!

presentada. 
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Si acoplamos dos estados de computación p, q de esta naturaleza, 

conectando en serie las bornas superiores de ambos y en paralelo las bor
nas inferiores, los dos nuevos pares de bornas terminales. de una y otra 
conexión nos marcarán los valores contrarios en la operación p . q (v~a

sc fig. 4). 

En efecto, en virtud de las leyes de dualidad, la conexión en paralelo 
de las negaciones de las componentes dará como resultado p' v q' = 

= (p . q)', es decir, la negación del producto. 

Análogamente, la ley P' . q' = (p v q)' sugiere las co11exiones indica
das en la figura 5 para interpretar la proposición p v q y su valox con
trario. 

De las definiciones antes establecidas se ,deducen fácilmente las cone
xiones que siguen, para interpretar los· resultados (y sus opuestos) de las 
funciones de implicación -+ y de incompatibilidad 1 . 

Fig. 6 Fig. 7 

Obtenemos así, en la doble borna de salida de cada circuito, los resul
tados duales de la función elemental correspondiente, construída con los 
valores ele las dos variables (o funciones) dualmente introducidas en los 
dos pares de bornas de entrada. Cada función queda así caracterizada pot 
el sistema de conexiones entre tales bornas. Ello nos perimitirá llevar 
dualmente el resultado de cada función a nuevas funciones, y así, sucesi
vamente, para interpretar cualquier proposición compuesta de la lógica 
proposicional. En seguida diremos cómo podemos comprobar entre tales 
proposiciones compuestas, relaciones ue im].Jlicación, de equivalencia, o 
verificar su carácter tautológico. 
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II. Elementos f-uncionales 

Son las conexiones funcionales duales, expuestas en pág . 79, 80. Cada 
una interpreta una función lógica elemental compuesta con las dos variables 
representadas. por los cuatro pare~ de bornas de entrada, dando el valor 
dual ele la función en los dos pares de bornas de salida. Cada juego de 
conexiones representativo de una función se ha montado sobre una pe
queña placa rectangular de plástico transparente (conexiones visibles), 
dibujando en ella el signo de la operación que realiza. Se ha repetido cada 
función varias veces, según la frecuencia de su aparición en las fórmulas. 
Así, la interpretación de la relación [ 10], exige el uso de cuatro funcio
nes producto . , de una función v de cinco funciones de implicación y 

de u na función de jncompatibilidad. 

III. Elementos tmnsPo1·tadores 

Para transportar los estados duales de contacto ele las variables inicia
les, así como los de las funciones y funCiones de función que se van for
mando sucesivamente con ellas, necesitarnos conectar los pares ele bornas 

fig 9 

de salida del cuadro inicial o · ele cada función con las bornas de entrada 
de las funciones sucesivas. Tales transportes son, por consiguiente, cua
drifilares, llevando cada conexión dos hilos negros (que se terminan en 
los extremos con enchufes binarios del mismo color) y dos rojos (asimis
mo terminados con enchufes binarios rojos). La operación ele transporte 
se realiza sencillamente introduciendo los pares de enchufes terminales 
en las bornas de entrada y ele salida respectivas del mismo color. Si even
tualmente conviene transportar el valor contrario de una variable o de 
una función, basta invertir los .:olores en una de las conexiones de salida 
o entrada. La inversión de enchufes al conectar permite, pues, realizar 
en todo momento la operación de negación de la vanable transportada. 
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IV. E lementos de co1tt1·o/. V erificaci6n de imPl·icaciones, equt:valencias 
y tautolog-ías . Construcción de tablas de val01'es de verdad 

Con los resultados R 1 y R 2 podemos seguir ahora dos caminos para 
verificar eléctricamente si R 1 ->- R 2 , es decir, para comprobar si cada vez 
que existe contacto entre las bornas negras de R 1 (valor de verdad de R 1 ) 

también le existe en las bornas negras de R;¿. 

Un camino consiste en acusar eléctricamente los valores de verdad de 
cada uno de estos resultados, conectando cada uno de ellos e)l serie con 
una · lámpara de incandescencia alimentada por la red usual (a la manera 
de un interruptor corriente) (fig. 11). 

Cada vez que se encienda la lámpara correspondiente, será señal de 
que se habrá producido contacto entre las bornas finales a través del 

f uncion tcodrolaúa 
Fig 11 Fig. 12 

Juego ele conexiones del aparato. Para verificar la implicación R 1 --+ Rz 
no tenemos más que comprobar si cada vez que se enciende la lámpara de 
control R 1 (verdad de R 1), se enciende asimismo la ele R 2 (verdad de Rz) . 

Si así ocurre (aunque la recíproca no sea cierta), podemos asegurar que la 
implicación R 1 --+ R 2 es cierta. 

Pa~a esta comprobaci<)n nos bastaría actuar con las bornas negr~s, 

pero si conectamos además una lámpara roja en serie con las bornas rojas 
duales, podremos controlar también el comportamiento de las negaciones. 
Como los pares de bornas rojas y negras tienen siempre, por constwcción, 
valores opuestos, si actuamos con dos lámparas (blanca y roja) de control 
para cada función, siempre estará encendida una, y sólo una, de ellas, con 





86 1-fiRANDO AL FU'l'URO 

mente falsas. He aquí, pues, cómo también podemos detectar equivalen
das con dichas lámparas de control. Asimismo podemos detectar relacio

nes de contradictonedad : caso en que las lámparas de control de una y 
de otra función sean constantemente de colores distintos. 

Finalmente, si para todas las posiciones posibles de los conmutadores 
de las variables, una función formada con ellas da siempre luz blanca, 
~ignificará que la proposición lógica que traduce es siempre c.ierta, cua
lesquiera que sean los valores de. verdad o falsedad de las variables pro
posicionales que en ella intervienen . Se trata entonces de una llamada 
tau tología. Y así es como podemos detectar las tautologías eléctricamente. 

Ejemplo : Si, como se ha indicado en el esquema de la figura 10, se 
llevan los resultados R 1 y R~ a las bornas de entrada de una relación de 
implicación, comprobaremos que el resultado en las bomas de salida es 
una tautología. Este es el segundo de los caminos aludidos al comentar 
dicho esquema, para verificar la certeza de la relación que representa. 

V. Ecuaciones l6gicas 

Con los elementos de control descritos podemos as1m1smo resolver 
otros problemas frecuentes en la lógica de proposiciones·. Son de esta na
turaleza : Sabiendo que una cierta relación lógica es cierta (no idéntica

mente, es decir, no tautológicamente cierta}, y conocido que sea el val01 
de verdad o de falsedad de una o varias de las variables proposicionales 
que intervienen en ella, ¿qué consecuencia podemos obtener en relación 
con los valores de las variables restantes ? Son problemas semejantes a los 
de resolución de ecuaciones del álgebra ordinaria, y los podemos llamar 
similarmente ecuaciones 16gicas. 

Por ejemplo: Sabiendo qtte (p -+ q} · (r-+ s) · (p v 1) · (q 1 s} = 1 
{es cierta}, y que la proposición s es falsa, ¿qué consecuencia resulta para 
las proposiciones p, q, r? Construyendo esta función con los elementos 
del Juguete (es la funci(>n R 1} y acoplando el resultado final con un ele
mento de control , fijaremos la palanca de la variable s en posición de 

negación (bajada} y tantearemos las posiciones ele las restantes tres pa
lancas que den para la función el valor de verdad (luz blanca}. En este 
e jemplo no hay más que una combinación que verifique esta condición; 
corresponde a los valores p cierta, q cierta, y T falsa. 
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siempre contrarios, existirá entre ellas una relaci(m de contradicción. De 

esta suerte podemos verificar eléctricamente las equivalencias, las contra

dicciones y las implicaciones entre relaciones de equivalencia. 

Combinando un elemento de control de equivalencia con un elemento 

de control ordinario, podremos verificar análogamente las relaciones de 

implicación, de equivalencia y de contradictoriedad entre una función de 

Fig. 15 

equivalencia j3 :-.: j 2 y una función lógica de otra especie, o simplemente 

con nna variable. 

La figura 15 reproduce, por ejemplo, la verificación con el juguete de 

la relación tautológica. 

bajo b forma [(p • 'J V p' · q') ::::: IJ] = p. 

ar, AU.ANCE Drt NUESTRO «JUGU!fl'U)) 

Aun concebido con finalidad didáctica, no deja de tener otras posibili

dades interesantes. Las cuestiones de lógica formal van penetrando mode· 

radamente en las aplicaciones prácticas, p9r ejemplo, en los estudios de 
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mientras mi juguete puede prolongarse indefinidamente por adjunción de 
nuevos elementos. T al como he. sido descrito aquí es capaz para dieciséis 
(;statementsn con cuatro variables distintas. 

Si se mira al futuro se comprende, pues, cuán amplias perspectivas, 
tanto didácticas como comerciales, tanto epistemológicas como industria
les, parecen destinadas a la lógica formal, al álgebra de Boole y a los in
genios que la realizan. 

!l;I, RT~CORRIDO DEI, CAMPO DE VAIUAniLlDAD 

Acabamos de decir que quince segundos (a golpe por segundo) bastan 
para recorrer todos los estados posibles de los conmutadores y para obser
var los valores de una función construída con cuatro variables. (Las com
binaciones posibles son 16, pero una de ellas ya está presente en el momen
to de conectar el elemento de control a la red.) Si las variables son 5, el 
número de golpes de conmutador necesarios son 32 - 1 = 31; y, en ge
neral, 2° - 1 para n variables. Hasta siete u ocho variables el ((scanningn 
a mano del campo de variabilidad no exige sino unos dos a cuatro minutos 
de trabajo. 

Con el fin de metodizar las conmutaciones para no olvidar ninguna 
combinación, se puede acudir a una representación geométrica del campo de 
variabilidad que ya usé hace algú n tiempo en un método geométrico para 
la stntesis de funciones de conmutación 1

, y que se muestra igualmente 
fecundo para la interpretación y la solución de problemas lógicos como los 
que 110s ocupan. 

Una variable con dos estados notados O y 1, puede representarse por 
los extremos de un segmento; dos variables por los vértices de un cuadra
do. Los estados de tres variables por los vértices de un cubo, los de cuatro 
por los vértjces de dos cubos (v. fig . 16) y así sucesivamente doblando el 
¡;úmero de cubos y disponiéndolos seg6n t res direcciones ortogonales, et
cétera. En el caso de cuatro variables p, q, r, s, las tres primeras, p, q, r~ 
pueden interpretarse como las coordenadas cartesianas O, 1 de los vértices 
de cada uno de dos cubos, que l'\e distinguirán entre s{ por los valores 
s = O, s = 1 de la cuarta coordenada . Para recorrer lo más rápidamente 
posible todo el campo de variabilidad no hay más que trazar un itinerario 

1 V. P . Pum An AM, Métodos C1'tS.fico y algebmico pa!'a el proyecto de circuitos 
elect1·6uicos de cálct1lo . «Revi!:'ta de Ciencia Aplicada», julio-agosto 1952. 
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~e pueden construir elemento;; funcionales asociando varias variables 
mediante las operaciones . ó v, sin más que acoplar en serie o paralelo to
dos los pares de bornas sucesivas de las variables. Hemos preferido, sin 
embargo, el uso exclusivo de funciones de dos variables por la posibilidad 
de asociación posterior, mucho más adaptable a todos los casos, como 
hemos visto en el ejemplo de la fórmula [ 1 O] . 
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ciencia, o como simple técnica, toma cuerpo cuando los conocimientos ad
quiridos por la humanidad empiezan a rebasar las posibilidades de asimi 
laci(m del educando, creando problemas de seleccí·ón, de sistematización y 

de presentación, es decir, de programa, de método y de modo. Por último, 
estos problemas pasan a la categoría de problemas pedagógicos cuando se 
c~nfoca con ellos no sólo la más eficaz trAnsmisión de conocimientos, sino 
además la huella formativa que dicho proceso ele transmisión debe dejar 
impresa en el educando. Pero dicho enfoque exige ya no sólo el conoci 
miento de las materias a enseñar, sino también el de la psicología <iel 
sujeto a quien se enseña. 

Dejando, pues, en un discreto telón ele fondo la didáctica matemática 
basta el siglo xvnr, tomaré en estos comentarios como plano comparativo 
de arranque el del nacimiento de la didáctica pedagógica que vinculo en 
Pestalozzi, y no habrá de extrañarles que a lo largo de mi discurso refleje 
inquietudes propias, ni que repita párrafos escritos al calor ele ellas en otras 
ocasiones. 

Pero quizá no esté de más empezar precisando de modo más concreto 
la distinción que acabo de apuntar entre didáctica a secas y didáctica pe
áagógica. 

DIDÁC'l'ICA ES'l'RIC'l'A Y DIDÁCTICA PEDAGÓGICA 

H\! dicho que la transmisión ele conocimientos crea problemas de pro
grama, de método y de modo en cuanto los conocimientos acumulados re
basan las posibilidades del educando durante stt vida escolar. Se impone 
entonces : una selección de resultados, una sistematización de ellos y una 
presentación adecuada de los mismos con objeto de conseguir la máxima 
asimilación con el más brevé esfuerzo. Son los genios ordenadores y siste
matizadores quienes se han encargado de tal tarea a lo largo de la historia· 
de la Ciencia, de los cuales la raza griega dió los primeros y soberanos 
ejemplares, y entre ellos la figura señera de Euclides. A todos ellos les 
llamaría yo los grandes didácticos <cen el sentido estricton , por cuanto, al 
actuar de verdaderas amas de casa de la Ciencia y al presentarla ordenada a 
los visitantes, han abreviado la · tarea ele asimilación ele cuantos se han aso
mado a ella a través de sus admirables síntesis. l;>erv ¿merecen asi~nismo 
t1 nombre de pedagogos? 
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He aquí, pues, por qué no basta para resolver acertadamente el pro
blema didáctico el conocimient<? cabal y sistemático de la disciplina a en
señar, con sus problemas y métodos propios de resolución e investigación; 
es preciso, además, el conocimiento profundo del sujeto discente, de su 
psicología, y ele la evolución de sus facultades . Entroncado de esta suerte 
el problema didáctico dentro del más amplio problema pedagógico, adquie
re su debida valoración y perspectiva, tal como apuntábamos más arriba. A 
esta didáctica pedagógica habré de referirme en lo que sjgue. 

I,OS ORÍGENES Dl':L MOVIMIENTO RENOVADOR 

Como es natural, el sector de enseñanza en donde antes empezó a sen
tirse la necesidad de una tal didáctica, fué el sector ele la enseñanza pri
maria, y, sin qne ello suponga desmerecer la labor de los filósofos y tra
tadistas ele épocas y escuelas anteriores que más o menos directamente i,n
fluyeron en el progreso de la pedagogía, estimo que el primer pedagogo 
que pasó del bello juego con las ideas a la dura lucha con las realidades 
concretas de la escuela activa, llenándola de contenido experimental y de 
verdadera trascendencia formativa matemática fue el sc.izo Pestalozzi a fi
nes del siglo XIX, El fue quien introdujo en la enseñanza primaria el em
pleo sistemático de la observación y de la experimentación, cuya necesidad, 
aun en la enseñanza matemática, razonaré más tarde. 

Su famosa A t'sschaungslehre, a mi entender mal traducida por Teo
?Ía de la intuición, fue sin duda uno de los puntales sobre los que insti
tuyó más tarde Herbart su filosofía de la educación, basada en su teoría de 
las apercepciones, que no hemos de glosar aquí, pero cuya trascendencia 
en el movimiento pedagógico del pasado siglo fue tan marcada. La huella 
de Pestalozzi y Herbart fue seguida por Froebel, creador de los Kindergar· 
ten. El material experimental de Froebel fue mejorado más tarde notable
mente por María Montessori en su famosa «Casa dei Bambinin, mientras 
otros pedagogos, como Decroly, prefieren extraer el material matemático 
piimario de la naturaleza misma ... 

Sea como fuere, así germinaba a comi.enzos de este siglo la semilla sem
brada por Pestalozzi, más de cien años atrás. Había tardado en dar frutos, 
peru éstos eran de la mejor calidad, y si la mayoría de las escuelas seguían 
aferradas a los procedimientos tradicionales, ningún maestro titulado ig
noraba los avances del siglo XIX en la J;>edagogía elemental, avances que 
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LA CUES'l'IÓN DE FINALIDAD Y J,AS CONSECUENCIAS 

DE UNA VISIÓN ESTRP:CHA DEL PROBLEMA 

Empecemos, pues, por la cuestión fundamental de finalidad. La si
tuación a principios de siglo era ésta : La Matemática en primera ense
ñanza tenía por finalidad primordial la adquisición de las destrezas de 
cálculo necesarias para la vida ordinaria y en la segunda enseñanza el des
arrollo del sentido lógico. 

Las instrucciones del curso prusiano (1901) decían, por ejemplo, con 
referencia a la enseñanza matemática media : «En todos los campos de est:o1 
materia el objeto debe ser, por lo tanto, el de obtenér una comprenstón 
clara de los teoremas a desarrollar y de sus deducciones, así como de la 
¡:ráctica y habilidad en usarlos.» 

Es de justicia consignar que Shellhach y Klein en Alemania, lo· mismo 
que Perry y Godfrey en Inglaterra, clamaban inmediatamente por una 
mayor tendencia intuitiva y concreta; pero la tónica general era la con
signada, y no faltan citas de voces autorizadas que lo confirman, como 
la de Withehead, quien afirmaba en el Congreso de Cambridge de 1912 
que la eficacia de la enseñanza de la matemática residía simplemente en el 
desarrollo del sentido lógico. Y si, pasando de la segunda enseñanza a la 
primera, nos referimos a España, todavía encontramos en 1933 libro de 

. Metodología Matemática elemental, en el que se afirma : «Pocas son las 
actividades psicológicas del niño que pueden ser utilizadas para el estu
dio racional de la Matemática, justifjcando así en cierto modo el aprendi
zaje rutinario que durante tantos siglos se ha hecho ... >> «El ideal estará, 
pues, en hacer de toda la enseñanza de la Matemática un campeonato couti-
1. uo en que la rapidez, la exactitud, la facilidad, la precisión y el r igor ló
gico, la perfección, en una palabra, vayan aumentando sucesivament€: de 
2.cuerdo con las características que como arte y como ciencia le hemos 
asignado.>> 

E l estrecho clilema y al propio tiempo el terrible salto en que se con
densaba la vieja enseñanza matemática era, pues, ese : empirismo o logi
cismo; del primero se saltaba al segundo sin gradaciones intermedias. 
Mientras no pudiera obtenerse del niño frutos de razonamiento lógico no 
quedaba· otra tarea que la de inculcarle destrezas, excitando, a falta de otro 
interés , sn espíritu de competencia y campeonato. Pero en cuanto apun
taran sus facultades de raciocinio, ¡ah!, entonces era llegada la hora de 
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La Matemática es el filtro a través del cual el hombre estudia los fe

nómenos naturales; esquematiza la complejidad de los mismos por la sen
cillez de unos entes de razón sobre los cuales pueda discurrir cómodamente 
el razonamiento lógico; obtenidos los frutos de éste, procede la interpre
tación de los mismos en el campo de la realidad. Hay, pues, tres fases en 
el estudio matemático de los fenómenos naturales, una primera fase de 
planteo o de abstracción, una segunda fase de razonamiento lógico, y una 

t ercera de traducción o paso de lo abstracto a lo concreto, operación que 
llamaremos de concreción. 

La enseñanza matemática clásica se ha reducido durante mucho tiempo 
al cultivo de la segunda fase, .se han ido transmitiendo de generación en 
generación los conceptos matemáticos desprovistos de toda significación real, 
enrarecidos a fuerza de depurados, y de a,]uí el divorcio entre la enseñan

za matemática y la realidad, de aquí el t ipo de hombre de ciencia incapaz 
de conducirse con buen sentido en la vida, el tipo frec:uente del ingemero 

repleto de ciencia matemática pero incapaz de plantear, con sentido prác

tico, los problemas que la técnica le ohecía . 

Si se quiere conseguir, pues, una formación matemática completa que 

habilite al educando para utilizar en su día la Matemática como instru· 
mento vivo, no debe descuidarse en la enseñanza matemática de ningún 

grado, el sentido de aplicación en su doble aspecto de abstracción y con
c reción. J;>ero esto no se consigue limitándose a poner problemas llamados 
.rle aplicación después de exposiciones teóricas abstractas (problemas Ia· ma. 
yor varte de las veces de aplicación más aparente que real). E l remedio debe 
atacar al mal en su origen mismo, es decir, en la etapa de formación de 

los conceptos matemáticos. Así, antes de iniciar el método lógico ha de 

l1aberse acumulado en la mente del alumno un rico caudal concreto de ob· 
servaciones, de experiencias y de intuiciones efectuadas desde los primeros 

.años de la escuela y que, sedimentadas en lo inconsciente del niño, sean el 

-el germen de los conceptos abstractos. 

La facultad de abstracción no se desarrolla razonando in abstracto sino 
empezando por lo concreto. Si abstraer es prescindir de algo, es preciso 

que empiece por existir este algo de que se puede prescindir. La deficien
cia de 1~ enseñanza de tipo clásico en este punto consiste en dar las abstrac
ciones hechas y no enseñar a formarlas, que es lo útil y lo eficaz. 
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ltL PAPEL DE LA IN'l'UICIÓN 

Ahora bien, si los entes abstractos, ut1a vez elaborados, obedecen a le
yes matemáticas precisas, en cuyo ~esarrollo juega papel fundamental la 
lógica deductiva, ya no ocurre lo mismo en el proceso de elaboración de Jo& 
esquemas abstractos, es decir, en la fase primera mencionada. Plantear, en 
las complejas ciencias de la naturaleza, y no digamos en las sociales, es sa
ber elegir las variables ele influencia preponderante en el fenómeno, es 
adivinar (sin efectuar las experiencias muchas veces de realización imposi· 
ble) que los efectos de la omisión de otras acarrearía grave error. Es pre
decir. el comportamiento de una realidad sensible saltando por encima de 
ella, cerrando los ojos y 1Jiendo lo que ocurre (si vale la palabra) en una rea
lidad interna nuestra imaginada. Es, en definitiva, hacer uso de la facul
tad que en matemáticas llamamos intuic·ión (de in tue1'e, mirar dentro) y 

que no debe confundirse con la denominada «intuiciónn por algunos psicó
logos y pedagogos, más cercana de la percepción sensorial. 

Fácilmente se comprende que ya no son los valores lógicos los que nos 
pueden guiar en e~ta selección previa de premisas, ya que la lógica es sólo 
apta para actuar sobre premisas previamente elaboradas, ni son tampoco, 
en muchas ocasiones, valores lógicos los que a la postre determinan las ideas 
clave de las sol~ciones de los problemas, sino la clarividenc1a previa interna 
de la fecundidad de una determinada asociación de ideas y de la esterilidad 
<.le las demás. Aun en la génesis y desarrollo de la propia ciencia matemática 
es reconocido por todos nosotros que el verdadero faro que ilumina y des
cubre los nuevos senderos es la intuición; el rigor lógico viene casi siempre 
detrás, limitándose a cimentar sólidamente los descubrimientos de aquélla. 

El fracaso de muchos matemáticos, más justo sería decir de muchos ma
los matemáticos, ante los complejos problemas de la vida, fracaso que mo
tivó las anteriores críticas sobre ellos y sobre la matemática, no son sino 
consecuencia de un defectuoso cultivo de esta sutilísima facultad en la que 
fJrincipalmente radica el «esprit de finessen de que nos hablaba Pascal. 

1m SENTIDO Dii I,O ESENCIAL 

Se comprende ahora por qué la omisión del cultivo de la intuición en 
la enseñanza matemática la de~vitaminiza al punto de motivar en los edu
candos la falta de esta cualidad que podríamos llamar sentido de lo esen-
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aparecen en cálculos técnicos efectuadas con tablas de SchrOn sin des
perdiciar ninguna de sus siete cifras decimales aun partiendo de coeficientes 
empíricós de los que a duras penas si se conocen dos o tres cifras. 

LA CUESTIÓN DE MÉTODO.-LOS PERÍODOS DE SU EVOLUCIÓN 

Entendida en los sentidos indicados la finalidad educativa que debe 
rerseguirse en la enseñanza de la Matemática en el Bach~llerato, veamos 
las consecuenCias didácticas que de tal crítica se derivan en orden a los 
problemas de método y modo. 

Sin dejarnos llevar por exclusivismos simpHstas y apriorísticos_. pcde 
mas decir que los mejores métodos y modos son aquellos que sin olvidar 
las finalidades apuntada~, se adapten mejor a la psicología del esc~:>lar. 

Podría caracterizarse la escuela antigua de la enseñanza de la matemá
tica por el despreciÓ, por la ignorancia de los problemas psicológicos y 

el consiguiente predominio sobre ellos de los problemas puramente lógicos. 

Se olvidaba que la lógica y los intereses del niño. no son los mismos 
que los del adulto. Las exposi~iones lógicas impecables no satisfacen las 
upetencias analizadoras del niño, ni siquiera sirven para cultivar en él há

bitos de síntesis, ya que tampoco se desarrolla precisamente esta capacidad 
dando la síntesis hecha. ¡ Qué engañosa complacencia la de nuestros viejos 
profesores al oírnos repetir demostraciones estereotipa~as·l ¡ Qué cándido 

espejismo al imaginar que así aprendíamos a discurrir ! El resultadO 
co~seguido en la mayor parte de los casos eran _tan sólo el cultivo obsesio· 
nante de la memoria para lograr Una pura y simple imitación, bajo la falsa 
apariencia de un racioci:p.io de prestado. 

Se olvidaba lo que llaman algunoS psicólogos «el realismo intelectual 
del niñoJJ, es decir, su incapacidad para la comprensión prematura de las 
relaciones lógicas forniales o abstractas. Así veíamos usar prematuramente 
las demostraciones por reducci9n al absurdo antes comentadas a propó
sito de los estragos del siste1na euclídeo en. los alumnos de tierna edad. 
1
Se olvidaba, o se ig~oraba, la ley biogenÚica, que s~ en Filosofía positivista 
ha tenido derivaciones excéntricas, en Pedagog~_a sigue expresando una 
analogía interesante, según la cual el desarrollo del tndividuo reproduce 
en pequeño el desarrollo de la especie. Y así se presentaba la matemática 
escamoteando al niño el proceso genético que en la humanidad ha tenido 
nuestra ciencia. 

i 



¡ 
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Se olvidaba, por fin, que la evolución mental ~el niño sigue la misma 
ley de continuidad que su crecimiento físico; se saltaba, como hemos dicho,. 
de los procedimientos empíricos de la escuela primaria a los razonamientos. 
euclídeos de las obras venerables de'm:itemática clásica, sin tener en cuen
ta que los alumnos de Euclides, no fueron precisamente niños. 

¿Cuál era el resultado de todo este sistema? Ya lo hemos comel).tado : 
fa inadaptación, la incomprensión y una aversión definitiva para la mayor 
parte_ de las inteligencias que así quedaban perdidas para ¡a Matemática. 

Con todo ello se llegó a fomentar la errónea creencia de que aun p3.ra 
el cultivo de la matemática elemental hacían falta aptitudes especialísimas~ 

A remediar todos estos males ha tendido el progreso de la Didáctica 
matemática en lo que va de siglo y que puede caracterizarse poi el impe
rativo de la finalidad sobre las cuestiones de método, modo y programa, y 
por el conocimiento de la psicología del niño y de sU evolución. 

Las simples leyes biogenéticas y de continuidad que rigen esta evolu
ción, han determinado la implantación de los métodos cíclicos que esta
blecen la continuidad en el estudio de las materias sin fraccionarla~ en 
cotos separados, así como el uso preponderante de la intuición en los pri
meros años y la evolución progresiva de ·los métodos gue, sin discontinui
dades ni saltos bruscos, permitan desarrollar las actividades psicológicas 
c1el niño gradualmente desde su primera infancia hasta la Universidad. 

SOBRE LA CUESTIC?N DE MODO 

En cuanto al problema de modo creo que la principal guía es atender 
a los intereses del niño. 1\1e refiero, naturalmente, a los intereses como 
apetencia volitiva del mismo. 

El modo de enseñanza más acorde con dichos intereses del educando es 
el modo eurísticoJ en el cual el profesor tan sólo sirve de guía para que el 
alumno vaya descubriendo por sí solo las verdades o por lo menos se haga 
la ilusión de ello. Como observa agudamente Rey Past.or, no es la posesi6n 
de los bienes, en este caso culturales, sino su adquisición} lo que depara 
al hombre las mayores satisfacciones. 

Y ahí vemos también c9mo el modo eurístico tiende a acercar nueva
mente Ios dos procesos a que me referí en~ un princip~o y que la enseñanza 
sintética tradicional divorció : el proceso de génesis de los conociniientos 
y el proceso de transmisión de los mismos; y en este sentido es el modO 

~ 
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(y seguimos agotándolo) con refinamientos de car€Lcter puramente técnico. 
c.omo, por ejemplo, el empleo del teorema de las tangentes y las fórmulas 
de Briggs para conseguir la resolución de triángulos mediante el empleO> 
exclusivo de fórmulas logarítmicas. 

Si hoy nuestros bachilleres tienen ya por lo menos una idea de la po-· 
tencia de los recursos matemáticos aludidos, base de la ciencia determinista. 
dominante hasta los albores de este siglo, permanecen aún en la ignorancia. 
:nás completa, por lo menos en lo que a España se refiere, del poderosO' 
recurso de la estadística, base de la nueva ciencia indeterminista de nuestros. 
días y esencial para todas las profesiones (médicos, legisladores, economis· 
tas, pedagogos, agricultores, etc.), cuya actividad opera sobre grandes co-· 
lectivos y que no pueden analizar los complejos fenómenos que en tales. 
colectivos se presentan más que por métodos estadfsticos. Creo que ya sería. 
hora de dejar a un lado, por trasnochada, la preocupación topográfica y car. 
tográ:fica, característica de los comienzos del XIX, y de empezar a decir 
algo a nuestros bachilleres del manejo matemático de las colectividades a 
expensas de algún corte practicado a la Trigonometría o a otros capítulo:;. 
de la Matemática clásica, que sólo se mantienen en los programas por una. 
heredada rutinj\ 4

• 

'fi\REA !1 REALIZAR EN MA'l'URIA DE MÉTODOS Y MODOS 

LT4Al\Ii\MIENTO A J.A UNIVERSIDAD 

Los pedagogos, por nuestra parte, c'lebiéramos hacer uso constante de
los métodos estadísticos y de toda la técnica moderna de psicología expe
rimental, que tanto usa de ellos, para contrastar los progresos de nuestros: 
alumnos, humanizando los regímenes de pruebas, tan necesitados de pro-· 
funda renovación, para estudiar la evolución de sus facultades mentales,. 
para explotar sus posibili<lacl~R ft1htras, orientándolas profesionalmente des
de el mismo Bachillerato (una de cuyas misiones primordiales es precisa
mente la resolución de este grave problema de orientación), y, finalmente,. 
para comprobar la eficacia de nuestros propios modos y métodos de ense
ñanza mediante pruebas y tests de comparación. 

4 Después de la lectnra de este discurso y casi simnltánE"nmente con su pnblica
ci6n se dieron a conocer nuevos programas del llachillerato español, en los que por 
vez primera se introdujeron algunos conceptos estad!sticos. 
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método y modo son sensiblemente los mismos, con las modalidades y dife
rencias propias ele la edad. A toda edad es perjudicial el divorcio excesivO> 
entre los procesos de génesis y de transmisión de conocimientos. A toda. 
rdad es indicada la conveniencia del método eurístico, y a toda edad el 
interés hacia la materia en estudio, hábilmente despertado por el maestro,.. 
sigue siendo el principal estímulo de la atención y la mejor fuente de ener
gía psíquica para vitalizar una atención fatigada. 

Pero ... al llegar a este punto me empiezan a asaltar serias dudas acerca. 
de si yo mismo, después de tanto predicar sobre biogenética, eurística e 
interés, no habré llegado a apagar el interés y a saturar la fatiga de mi 
propio auditorio. Sería realmente imperdonable; imperdonable y, además,. 
ridículo ... Nueva duda : ¿Sería o es? Señores, por si acaso, termü1emos,. 
y, sea como fuere, muchas gracias por vuestra gentil atención. 
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sencillez de las representaciones idealizadas, pudo hacerlas dóciles al ra
zonamiento puro; razonamiento que le permitió, primero, jnducir leyes 
simples que fueran como el substratwn de todos los fenómenos esencial
mente homogéneos, y deducir luego de dichas leyes consecuencias que, tra
ducidas de nuevo al mundo físico, le habilitaron para p1·edecir el resultado 
de fenómenos desconocidos, de experiencias complejas aún no realizadas. 
De la predicción al proyecto, de la ciencia a la técnica, ya no quedó más 
que un paso. 

Así, las leyes de la Mecánica, inducidas de simples observaciones sobre 
la caída de los graves, permitieron al hombre descubrir planetas ignorados 
por el telescopio, y también proyectar y crear los mecanismos que nos 
transportan y nos alivian el trabajo. De las sencillas experiencias obtenidas 
sobre probetas en un laboratorio de resistencia de materiales, inducimos 
ieyes que nos permiten calcular las complicadas estructuras sobre las que 
vivimos y circulamos. De las sencillas experiencias de Faraday sobre induc. 
ción en circuitos se ascendió análogamente a las leyes generales de electro
magnetismo, que no sólo permitieron explicar complejos fenómenos de 
óptica, sino también proyectar generadores y motores eléctricos, líneas de 
transmisión, emisoras y receptores de radio ... 

Estos ejemplos, pocos entre los muchos que pudieran citarse, ponen de 
manifiesto el doble juego inductivo-deductivo que caracteriza la Ciencia 
toda, y el papel esencial que la Matemática ha desempeñado en este doble 
jnego, gracias a su función esquematizadora. Sirvienta y reina de las cien· 
das la ha llamado alguien, y, en efecto, así es, en cuanto les sirve de sostén 
y las domina a un tiempo. 

Z.IA'l'EM'ATICA APLICADA Y MATEMA'l'ICA PURA 

He querido recordar expresamente aquí el origen concreto y empírico 
de la Mat~mática, como también su íntima conexión con la ciencia fi:>ico
uatural , de la que s~gue recibiendo acicate y estfmulo generador, porque 
los matemáticos nos olvidamos, con frecuencia, de este humilde origen y de 
la simbiosis que la une a la ciencia natural. Como si· nos molestara recor
dar que nuestra ciencia fue sirvienta antes que reina, fue apUcada antes 
que pura. 

Hemos visto que los conceptos matemáticos lo fueron en su origen sólo 
a modo de tránsito, es decir, per accidens) para ser proyectados inmediata-
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entre sus símbolos representativos de tal suerte, que, combinando con co
rrección tales transformaciones, acaba el matemático por olv~darse del con
tenido conceptual. Descansa de dicho contenido en las reglas simbólicas 
que sabe le conducirán a resultados infalibles, por ser traducción cabal de 
las leyes del razonamiento matemático. 

Condensación simbólica y formalizadón del razonamiento han hecho 
posible la formidable progresión de abstracciones y generalizaciones cre
cientes que constituyen la Matemática de hoy. Conceptos que se expresan 
mediante formas nuevas, combinaciones de formas que engendran a su vez. 
nuevos conceptos, que se simbolizan mediante nuevas formas, y así sucesi
va e indefinidamente. 

J,EYES Y ES'l'RUC'l'URAS 

Un buen día, el Algebra (siglo XIV) llega a formalizar la Aritmética . 

Poco después (siglo xvn), absorbe y formaliza la Geometría. Más ta1de, 
en complicidad con el Cálculo, formaliza y sintetiza la Física y la Técnica 
todas. Y cuando hoy nos damos cuenta de que exigencias formales, como 
la de la invariancia de las ecuaciones de la Física, acaba revolucionándola 
conceptualmente, hasta dar origen a la teoría de la relatividad, terminamos 
por preguntarnos : ¿Quién gobierna a quién : el concepto a la forma o la 
forma al concepto ? 

La pregunta t iene hoy su más estricta oportunidad, aun sin salirnos del 
campo de la Matemática pura . Sabido es que, ya en el siglo XVII, los alge
bristas llegaron a calcular las soluciones reales de una ecuación cúbica a 
través de radicales imaginarios, carentes entonces de todo sentido matemá
t ico. Asimismo , a fines del pasado siglo, Heaviside , con su cálculo simbó
lico, defectuoso de significación matemática precisa, integraba correcta
mente ecuaciones diferenciales en forma más expeditiva que la entonces 
tradicional , y que modernamente ha tenido su plena justificación significa
tiva mediante la transformación de Laplace. Con estos y otros ejemplos, los 
matemáticos se dieron cuenta de que no sólo podían operar correctamente 
olvidándose del contenido conceptual de los símbolos manejados, sino que 
el manejo extrapolado de dicho::; símbolos llegaba a engendrar nuevos con· 
ceptos. A:>idos firmemente a las riendas de las leyes formales, vieron que 
podían atravesar con ellas regiones desconocidas, acortanéto distancias, para 
llegar finalmente a puerto seguro, a resultados correctos. 
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"fieñanza matemática)). Me ha parecido conveniente empezar analizando la 
evolución de lo que es objeto de nuestra enseñanza, para poderla proyectar 
·sobre la evolución de la enseñanza misma que vamos a considerar en los 
capítulos signientes. Con ello comprenderemos mejor las inquietudes que 
-se perfilan en el movimiento didáctico matemático actual, ·al tiempo que 
tas perspectivas genéticas trazadas nos permitirán plantear en sus justos 
v equilibrados t~nninos los ímpetus naturales en toda innovación. 

II. LA EVOLUCION DE LA DIDACTICA 

'ENSEÑAR Y i\PRENDF.R 

Si la evolución moderna de la Matemática se resume en una tendencia 
hacia la primacía de la ley sobre el concepto, la evolución de la didáctica 
podría caracterizarse por una primacía del acto de aprender sobre el act<' 
de enseñar. 

El centro de la didáctica clásica era el maestro; su acción, enseñar. 
:f:nseñar bien era transmitir bien sus conocimientos, y en tal transmisión 
:sólo se ::~tendía al buen orden y a la claridad, entendidos siempre desde el 
mismo punto de vista central, el maestro. Se admitía tácitamente que quien 
t uviera la fortuna de ser así enseñado aprendía bien, porque aprender en 
tal concepción de la enseñanza era lo pasivo, lo condicionado, mientras lo 
activo, lo determinante, era enseñar. 

Ante los fallos de tal pretendido axioma se advirtió que aprender es un 
-acto muchó más complicado que la simple recepción pasiva ele conocimien
tos transmitidos ; que no hay aprendizaje donde no hay acción, y que, en 
defi!fitiva, enseñar bien ya no es transmitir bien, sino guiar hábilmente al 
alumno en su acción de aprendizaje. Esta acción del alumno terminó así 
primando sobre la acción del maestro, y al. condicionarla lolalmente, quedó 
·subvertida la primacía inicial de sus papeles. El centro de la enseñatJza 
ya no es hoy el maestro, sino el alumno. Esta verdad es tan sencilla, que, 
de puro sencilla, muchos no la han asimilado todavía. 

'DIDAC'l'ICA Y PSICOI.OGlA 

Consecuencia inmediata de esta verdad : para enseñar bien, mejor di
-cho, para guiar acertadamente el aprendizaje, ya no basta conocer el objeto 
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El método viene condicionado por la evolución intelectual del niño, 
n:ientras el rHodo, que atiende a despertar su interés, está relacionado con 
su vida afectiva, con las posibilidades sociales y de ambiente en que se 
desenvuelve la escuela y aun con factores tan simples como el número de 
alumnos en clase . 

lWOLUCION Dlt ME'l'ODOS 

Se comprende cómo el mejor conocimiento de la evolución intelectual 
del niño y de sus formas de razonar y pensar ha podido motivar la evo
lución de métodos didkticos. En lo que a didáctica matemática se refiere, 
al desplazarse el centro didáctico del maestro al alumno, el privilegio del 
punto de vista l(lgico, grato ,al primero, hubo de ceder ante las posibilida
des psicológicas del segundo. El realismo intelectual del niño hizo ver lo 
incomprensible que resulta para él el empeño en demostrar verdades de 
dara evidencia extrayéndolas a viva fuerza de otras verdades no más evi
dentes, y la insuperable dificultad en seguir razonamientos abstractos sin 
imágenes concretas en que apoyarlos, y en especial las demostraciones por 
reducción al absurdo basadas en premisas no sólo cle-'>ligadas de la realidad 
sensible, sino aun contrarias a la realidad misma. 

La ley biogenética, según la cual el desarrollo del individuo reproduciría 
en pequeño el desarrollo de la especie, hizo ver lo contraproducente del sis
tema tradicional de enseñanza matemática elemental, en el cual se presen
taba ésta racionalmente organizarla por el genio griego, hurtando al niño 
todo el proceso genético previo, es decir, sus etapas experimental, inductiva 
e intuitiva, por las que pasó en las civilizaciones anteriores a Grecia. 

l,a continuidad en la evolución psíquica del niño indicó asimismo la 
improcedencia de presentar las disciplinas matemáticas distribuídas en 
compartimientos estancos (Aritmética, Geometría, Algcbra, Trigonome· 
tría), estudiadas en cursos distintos y, por consiguiente, en edades dife-
1 entes; y, por el contrario, la conveniencia de organizar la enseñanza cí
clicamente, es decir, por desarrollos progresivos, en los que las unidades 
lógicas antiguas quedan reemplazadas por unidades funcionales ·globaliza
das, al servicio de los intereses crecientes del escolar y de acuerdo con la 
<::volución de sus posibilidades mentales. 

En definitiva, el estudio de la evolución intelectual del alumno deter
mina la evolución metodológica, que podría ordenarse cronológicamente 
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apetencias creadoras. La didáctica moderna no concibe ya la clase como 
una sala de conferencias, sino como un taller de trabajo; ya la palabra 
maest1·o sé va pareciendo cada vez más a la de maestro de taller y cada vez. 
menos a la de conferenciante . 

. Estas son, en lfneas generales, las características de la moderna ense
ñanza activa y eurística, en la cual el profesor sólo sirve ele guía para co
locar al alumno en situación de descubrir por sí mismo Jos conocimie11to~ 
que se desea que adquiera. 

'fRANSl\fiSI ÓN Y GIÍNitSIS 

Como dijimos al hablar de la evoluqión de la Matemática, la ciencia: 
crece por procesos mixtos de análisis y síntesis, de inducción y deducción. 
Todos estos procesos quedan ocultos en las exposiciones sintéticas de la. 
Ciencia uti!i%adas corrientemente en la enseñanza. Buscando una econo
mía de exposición que suele ser más ventajosa para el que expone que para 
el que recibe, se ha ido acentuando cada vez más las separación entre dos 
procesos que no debieron divorciarse nunca : el de la génesis de los co
nocimientos y .:!l de sn transmisi6n. 

Considen11Jie progreso fue, sin duda, el reconocimiento de que la vfa 
natural de acceso a la razón eran los sentidos ; pero la pedagogía que de 
la sola aplicación de este principio surgió durante el siglo pasado, y que 
pudo llamarse «intuitivo-sensualistan, olvidó una cualidad básica del pen
samiento: la cualidad acti'IJa, que hoy, repito, se reconoce esencial en los. 
procesos de aprendizaje. No basta con «mostrar)), si el alumno permanece 
pasivo en la contemplación de lo que tan vistosamente se le presenta; es 
preciso provocar, además, una actividad suya. generadora del conocimiento 
que ha de asimilar. 

[,A DID.~C'riCA AC'I'IVA 

Ya lo he dicho, y no me cansaré de repetirlo: no hay adquisición es
table de conocimientos donde no haya acción que la provoque, sea esta ac
ción derivada de una adaptación _del niño al mundo físico y social que lo 
rodea, como cree Dewey, sea, como cree Claparede y me parece más pro
bable, una simple necesidad vital o funcional, la pura necesidad de hacer, 
de actuar. 'r<anto uno como otro de estos dos grandes puntales de la pe-
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Los desniveles entre la Enseñanza media y la superior se acentúan de día 
en día, tanto en el sentido ascendente como en el descendente; tanto en el 
acceso de los bachilleres a la Universidad como en el regreso de los licen· 
ciados a la enseñanza elemental en calidad de profesores. Y no son sólo des
niveles, sino verdaderos cambios de actitud mental los que ex igen estos 
saltos, causando profundas desadaptaciones iniciales. El problema ha tras· 
cendido del campo de la pedagogía y de la política educativas al campo de 
la propia matemática, ya que al lado de los maestros y reformadores de 
planes, son ya hoy los mismos matemáticos los que se preocupan de la 
trascendencia que la evolución de nuestra ciencia pueda tener en la ense
ñanza. 

C'OMISIONES IN'l'ERNACIONAI,ES 

Prueba reciente de ello es el hecho de que se haya creado, en el seno 
de la Unión matemática internacional, una Comisión específicamente dedi
cada a las cuestiones de enseñanza. Pero con anterioridad a dicho brote 
pedagógico de Ja comunidad matemática internacional, la iniciativa pri
Vll.da se había ya organizado par:J. atacar el problema. La insatisfacción ge
neral por los resultados de la enseñanza matemática elemental, y la com
plejidad creciente de la misma ante los procesos evolutivos aludidos, habían 
reunido ya a varios matemáticos, pedagogos, psicólogos y epistemólogos 
europeos famosos, en torno a esta preocupación común, convencidos de 
que solamente la coordinación de esfuerzos en un plano internacional po
dría realizar el anhelo de una reforma profunda y eficaz en los programas 
y en los métodos todavía , tan deficientes en la mayor parte de los países. 

Y así nació la ccComisión internacional para el estudio y mejoramiento 
de la Enseñanza de la :Matemática» que desde hace cinco años viene promo. 
viendo reuniones internacionales en las que se estudian los más variados te
mas que afectan a las relaciones entre la matemática y stt enseñanza, sus 
aplicaciones, sus fundamentos y evolución, su programación y posibilidades 
psicológicas, reuniones a las que son invitados especialistas significados en 
cada tema. La Comisión ha dado muy recientemente a luz su primera pu· 
blicación con un conjunto de artículos que dan idea del orden de estudios 
didácticos y epistemológicos que caracterizan el momento europeo actual. 
Me detendré en do~ de ellos por estimarlos acaso los más significativos. 
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al alumno frente a situaciones que le obligan a formar por sí mismo las. 
estructuras mentales aptas en cada caso para la adquisición del conocimiento 
que se quiere abordar. 

F .. n álgebra dichas estructuras surgen ele un dinamismo cb reversibilidad; 
en las operaciones y de equivalencia en las expresiones, desarrollado en Llll. 

juego qne se mantiene en el plano abstracto. En cambio, en Geometría pre
coniza el cultivo intensivo de la experiencia geométrica , entendiendo por 
tal la adquisición consciente de relaciones asociadas a una dinámica per
ceptiva y activa realizada con el uso de instrumentos elementales. La necesi-· 
dad del r igor y sus exigencias progresivas surgen, según Gattegno, comO> 
fenómeno consecuente a la explicación de dicha conciencia, espoleada pot: 
el deseo de comunicación y de discusión con los compañeros de estudio .. 
Experiencia, comunicación y organización mental progresiva del alumno· 
son, en resumen, los puntales sobre los que Gattegno edifica sn didáctica. 
geométrica. 

Me he detenido levemente en la exposición de las características de 
tal didáctica no sólo por el interés que en sí tienen, sino también con el 
deseo de resaltar este caso notable de un matemático moderno que, habien
do comenzado su tarea científica con investigaciones de alto análisis, ha 
preferido luego dedicar su vida a la tarea didáctica, consagrándose por 
entero a los niños, con tanto más ahinco cuanto más pequeños son. 

r,A HXPHRIMHN'J'¡\CION I<:ST,\DJSTICA 

Por lo demás, las soluciones en didáctica no son (micas, y las modernas. 
escuelas de didáctica matemática en Italia, Suiza, Inglaterni, Bélgica,. 
Alemania, Francia y España .. . tienen cada una sus genéricas modalidades 
que sería largo aquilatar y que presentan a su vez específicas variantes se
g ún los pedagogos. 

Las soluciones no son únicas, repito, y el problema de la elección ob-· 
jetiva de procedimiento didáctico ele ataque en cada caso es fundamental 
en un a didáctica que quiera ser cientí·fica. Pero este problema sólo está en 
vías de solución. En este asunto el juez decisivo es el alumno . Pero at 
querer comparar la eficiencia de grupos de alumnos enseñados por métodos 
distintos, cabe preguntarse hasta qué punto la diferencia de resultados 
puede ser debida a los métodos y en qué medida puede ser alribufda a las 
diferencias individuales o de grupo. Y éste es problema qne entra ele lleno 
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preocupado por el porcentaje de éxitos de sus alUJimos en las pruebas de 
examen terminará olvidando el examen definitivo dt.> la vida. Problema 
pedagógico fundamental de nuestros días, en todos los países, es el atenuar 
esta inevitable antii10mia entre preparar y formar, mediante una adecuada 
readaptación del régimen de pruebas, que evite en lo posible por sí mis
rna toda técnica preparadora. 

IV. LA TAREA ESPAÑOLA 

DESPER'l'AR DE UNA CONCIENCIA PEOt\GOGlCA 

MEDlA NACIONt\T, 

'l'ras la exposición de los 1 asgos característicos del actual momento 
didáctico matemático medio internacional; tras la expresión de mis propias 
inquietudes y de los problemas que estimo pendientes de solución, tiempo 
es que analicemos objetivamente el momento español y veamos cuál es 
nuestra inmediata y nuestra futura tarea, lo mismo en lo referente al 
perfeccionamiento interior que a nuestra colaboración internacional. 

Ante todo debo decir con sinceridad que la comparación de la hora 
actual con el panorama de hace algunos años nos permite abrir las puertas 
a una halagadora esperanza. El interés de las autoridades científicas, aca
démicas, eclesiásticas y políticas por los problemas didácticos y pedagó
gicos del grado medio crece ele día en día, manifestándose en hechos sig
nificativos como la creación ele centros didáctkos de consulta, formación 
v perfeccionamiento del profesorado, la creació11 ele cátedras de metodología 
y didáctica especia!es, la organización de reuniones y congresos del pro 
fesorado en acción, la creación de centros de enseñanza experimental, la 
participación de España en reuniones internacionales dedicadas a pro 
ulemas de enseñanza, la alusión frecuente a tales problemas en discursos 
de destacadas perso11alidades, etc. ; todo ello parece indicar el alborear d~ 
un movimiento renovador. 

Ante este despertar de una conciencia pedagógica media nacional, un 
j-.rimordial deber de colaboración incumbe al profesorado oficial de Ense
ñanza media, y a él me dirijí et1 primer J.ugar, aprovechando la honrosa -
invitación de Radio Nacional para que desarrollara ante sus micrófonos 
algún tema de actualidad científica. Ninguno me pareció tan imperioso 
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técnicos internacionales discutirá acerca de los procesos de su realización 
y utilización en las clases. 

E:! Instituto de San Isidro prepara por su parte una modesta exposición 
local simultánea sobre «Material de enseñanza matemática extraído de la 
propia vidalJ , que, a modo de complemento de la exposición técnica, tra
tará de mostrar hasta dónde es posible sacar enseñanzas matemáticas del 
mundo observable en la vida diaria y hasta dónde pueden los mismos 
escolares llegar a la realización de ideas y modelos matemáticamente ins
t ructivos mediante trabajos manuales efectuados con los medios más sen
cillos en el propio Instituto o en sus casas. No hay que decir cuánto 
agradeceremos al profesorado español toda aportación que se nos ofrezca 
e n este empeño que con tanta simpatía ha sido acogido por la Comisión 
Internacional y por las autoridades nacionales. Cot-respóndeme dar aquí 
las gracias por ello al excelentísimo señor ministro de Educación Nacional 
y a los directores generales, de los que he recibido apoyo y aliento esti
mulante en la tarea de organización de las referidas reuniones y expo
siciones. 

E~CUESTA Ki\CJOl'\i\T, I'OllRE PROBI.l\MAS INMEr·IATOS. 

INGRESO Y PRUI!DAS 

Pero, junto a la actividad desplegada en el orden internacional, hace 
falta coordinar asimismo nuestros anhelos y tareas didácticas nacionales. 
A este objeto promoví en mayo último una encuesta que intentaba re
coger, entre el profesorado oficial .y privado, el mayor número de opiniones 
acerca de ciertos puntos fundamentales en todo proyecto de mejora. 

El í:;rimero, y tal vez el mús m gente en lo que 11 Enseñanza media se 
refiere, es la fijación de un nivel serio y uniforme de ingreso. Es forzoso 
reconocer que, la prueba actual, es notoriamente insuficiente tal como se 
lleva a cabo, ya que, muchos de los declarados aptos, ni saben enterarse de 
lo que leen , ni son capaces de seguir sencillos razonamientos intuitivos, ni 
plantear el más elemental problema de Aritmética; a duras penas ~i 

saben reproducir unos automatismos carentes de contenido conceptual. 
Sin obtener, pues, el pro~cho que lograrían de haber ingresado con la 
debida madurez, no son más que una rémora en las clases, en perjuicio 
de Jos realmente aptos. Y no es cosa fácil desengañarlos luego. H ay que 
enfrentarse con la h iperexcitada sensibilidad de los padres de familia que 
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d ición nos legó lógicamente estructuradas : Aritmética, Geometría, Algebra 
y Trigonometría. Las unidades lógicas antiguas deben dejar paso a nue
vas unidades estructurales que abarquen campos matemáticos cada vez 
más amplios, en progresión acorde con la evolución de la mentalidad y de 

los intereses del escolar . Esta será una de las importantes cuestiones que 
habrán de ser objeto de estudjo en las próximas reuniones del profesorado 
que se proyectan. 

PUNTOS NEUR!H,GICOS EN EL Al>RENDIZAJE MATEMA'l'ICO 

'rambién hemos solicitado en la encuesta el señalamiento de las cues
tiones que ofrecen mayor dificultad a los alumnos de matemáticas en los 
distintos cm·sos de bachillerato, así como de los errores más frecuentes en 
ellos. Los lugares comunes señalados ofrecen inmediato campo de estudio 
metodológico, y algunos de ellos ya han sido objeto de clases experimen
tales de ensayo ante pequeños grupos de prueba en mi cátedra de Meto
dología y Didáctica de la :Facultad de Ciencias Exactas; cátedra que des
arrollo en el mismo Instituto de San Isidro con objeto de que los alumnos 
de la Facultad puedan adiestrarse en vivo en m¡ presencia, y puedan apren
der de los propios niños más que de mí mismo. 

J;;XPERIENCIAS DE ENSEÑ:\NZ.\ EURISTICA 

Hasta ahora me he contentado en tales prácticas de enseñanza ·con lo
grar exposiciones claras y comprensión del nivel del alumnado a que se 
dirigen; pero, en la segunda mitad del curso, trataré de inculcarles las 
esencia!:. del método eurístico, que ya llevo ensayado por mi cuenta en 
puntos tan delicados como el manejo de fracciones entre niños de primer 
curso ; la extracción de la raíz cuadrada y la determinación del máximo 
común divisor y mínimo común múltiplo, en alumnos de segundo grado; 
la iniciación a las, ecuaciones, la división de polinomios, en tercero. et
cétera. En todos estos ejemplos que cito he conseguido, tras una adecuada 
conducción de la actividad el niño, y no por procesos demasiado lentos, 
el descubrimiento por el propio alumno del modo correcto de hacer; que 
sólo se ha explicitado en regla después de tal dominio posesivo. 

Es sorprendente la potencialidad, el ingenio y la inventiva desplegada 
por los niños y el infatigable entusiasmo que ponen en su tarea cuando 
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de palabras, ya lo h~mos dicho y lo rep'ito una ·vez. más; enseñar es guiar 

los procesos de aprendizaje, y, no existiendo auténtico aprencl.izaje sin 
acción, se comprende que si entra en lo posible dirigir la actividad eurística 

de treinta alumnos, hacer lo mismo con cien o con cuatrocientos simul
táneamente es ya una quimera. 

¿Que ello supondrá algo así como triplicar la cantidad y· mejorar a 
un tiempo la calidad de los profesores, con el consiguiente enc:arecimieoto 

..de la enseñanza? Desde Juego; pero la magnitud de la responsab.ilidad 
Jo requiere. Esta es la tarea que nos incumbe ·desde ahora: hacer sentir 

<el peso ele esta responsabili.dad, dignificar· y revalori.zar la fui1ción docente; 
atraer la simpatía y Ja preocupación social hacia ella. Sólo así consegui

remos que esa función pueda llevarse algún día lo más selecto. de la ju
ventud. Cuando cada español considere la educación de sus hijos como 

la mejor inversipn a que l)nede destinar su hacienda, es probable que .el 
Estado refleje este mismo criterio colocando ·en el primer plano hacen

dístico de sns atenciones la educación de su infancia y adolescencia. De 
esa adolescencia que tanto necesita de nosotros, de esa infancia que m 
protesta, ni amenaza, ni vota .. . , pero de la que depende el futuro de 
nuestra Patria. 

§ 3. BALANCE DE CUATRO AROS DE LABOR 

(Nota de la Redacción) 

REVISTA DE ENSE~ANZ.A MEDIA, promotora de esta publicación, desea afia. 
dir nn· breve comentario al presente capítulo. Las conferencias en él .reproducidas ·y. 

que datan de los años: 1953 a · )956 resumen el proceso evolutivo de la Matemática Y. 
de su ensei'íanza en el mundo actual, y trazan 111~ magno programa de tra.bajos y 
mejoras a realizar en la técnica dbc·cnt~· española. · :. 

En ~elación con tal programa creemos conven.iente resumir lo ya logrado en el 
·corto plazo transcurrido. Nos interesa, con tal t=esumen, alimentar, en primer lugar, 
de esperanza la impaciencia que se adivina en los propósitos ·y vaticinios del autor. 

Son éstos inevitables en qnieu tiene conciencia clara de errores y· ·remedios y com~ 
para la realidad con el deseo. Es muy posil?le qne. las réformas y mejoras no :vayan 
al ritmo acelerado que el autor ~nhela ; pero es_ muy posible también que, por estar 
:situado ·niuy adentro de su propia obra, 'no tellga la perspectiva exterior necesaria 
.para percibir el camino ya recorrido po1· la enseñanza matP.mfltir.a española en la 
¡:lirecció~ que él ha trazado. . , 
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Ministerio de Educación Nacional, y !'e ha organizado simultáneamente la fabrica
ción espaíiola del material necesario para la aplicación del método, de tal suerte que 
hoy se exporta el material de fabdcación española a los Estados Unidos, al Canadá, 
a las repúblicas sudamericanas : Brasil, Colombia; Argentina, Uruguay ; también 
de Etiopía y hasta de la misma Bélgica se han recibido pedidos de regletas españolas. 

En el dominio de la EnseñruJZa Media propiamente dicha, Puig Adam, después 
de organizar la encuE'sta a que se refiere la última conferencia transcrita, ha diri
gido e intervenido activamente en las reuniones de catedráticos de Matemáticas de 
Instituto, organizadas por la Dirección General de Enseñanza Media, para trat8l 
los problemas de su didáctica. Tres hau sido los reuniones de catedráticos habidos 
desde aquella fecha hasta el presente. En la primera, celebrada en marzo de 1956, 

se discutió el siguiente programa : 1.0 Nivel de ingreso y pruebas; 2.° Ciclos ma
temáticos medios ; 3.0 La Matemática en el Bachillerato femen ino y en el de Le
tras ; 4.0 Puntos neurálg icos de In enseñanza matemática media; 5.0 La matemá
tica moderna en el Bachillerato; y 6.0 Posibilidade.c; actuales de la enseñanza ac
tiva en nuestros Centros oficiales. En esta Reunión intervino el profes~r Gattegno, 
presente a la sazón en Madrid, al frente de otro cursillo simultáneo antes refendo. 
En la segunda reunión, habida en octubre del mismo año, se ampliaron los temas 
anteriores estudiando : 1.0 Los fines de nuestra enseñanza; 2.o Los obstáculos 
<¡tie se oponen a su eficacia ; 3.0 El problema de las pruebas objetivas, tauto 
de curso como de grado ; 4.0 El contenido matemático del cnrso preuniversitario ; 
5.0 Los métodos de enseñanza endstica, con los cnales se d ieron clases experi
mentales ; y 6.0 Los modelos dináinicos constn.ídos en el Instituto de San Isi
dro, para e l planteamiento de situaciones didácticas aptas para la aplicación de 
dichos métodos. Se consideró, asimismo, el problema de la atracción de la enseñan
za no oficial hacia los uuevos métodos, planteándose la organización de reuniones y 
cursillos clec\icados a dicha enseñanza en los distintos. Distdtos Universitarios, bujo 
la dirección de los Ins pecto1·es y profesores destacados ele los mismos. La tP.rccra 
reunión, habida en diciembre, estudió : 1.0 Los errores más frecuentes de los 
alul!lllOS en las clases de Matemáticas ; 2. 0 La posible reorganización de los 
Cuestionarios, especiahuente del Grado Elemental, a través de unidades funciona
las que aglutinaran y definieran los ciclos matemáticos adecuados a los distintos 
grados, acompañados de las orientaciones metodológicas precisas ; y 3.0 Se con
tinuó el estudio del material didáctico, cuya creación estimuló con gran insistencia 
el Sr. Puig ante la inminencia ele In Reunión Internacional que habla ele celebrarse 
en Madrid en la primavera siguiente, sobre el tema de dicho material. Finalmente, 
fue estudiado el grave problema de la crisis del profesorado de Matemfllicas en todo 
el mundo, el cual empie1.a a hacerse patente ya en el acceso a las cátedras y auxi
liarías de nuestros Centros oficiales. 

Los estudios y conclnsiones a que . se llegaron en estas reuniones impresionaron 
favorablemente a las autoridade~. y reflejo de esta impresión se manifestó no sólo 
en la orientación dada a los Cuestionarios de 1957, de algún modo inspirados en los 
esqt!emas funcionales su~eridos en su día por el Sr. Puig, sino que también en detalles 
de organi1.ación administrativa tan importantes como es el n(\lllero de almnnos en 
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lh~tin de I'Association des Pl·ofessP.urs de Mathématiques (Francia), Mathematics 
'feachiug (Inglaterra), Arcl1imede, Il Centro (Ital ia), Mattmatyka (Polonia), •.. ). En 
sus reseiias sobre la rderida Reunión se comenta ltluy elogiosarucnte la partici
¡)ación espaíiola. Pero más elocuentes todavía que la comedida prosa de las revistas 
profesionales son las efusivas manifestaciones privadas de simpatía y admiración 
contenidas en correspondencia pnrticular que, precisamente por serlo, no nos con
sideramos autori7.ados a publicar. 

Si del marco de la Ensciiama Media propiamente tal, pasamos a la Enseñan1.a 
Media profesional, hemos de consignar asimismo la labor realizada por el autor en 
la Institución de formación del profesorado de Enseñanza Laboral. Desig nado en 
enero de Hl56 por la Dirección General ele Ensciianza Laboral para regir la Aseso
ría Matemática del Profesorado de Matemáticas de los Institutos Laborales, !Ja or
ganizado en la referida Institución cursillos de perfecc ionamiento de dicho profeso
rado, concursos de lecciones modelo y de material didáctico matemático, orientando 
y aunando los esfuerzos del benemérito profesorado de estos Centros, el cual ha 
respondido a ta l estimulo de forma ejemplar. Desde entonces no falta la colabora
ción matemática de algún profesor de dichos Centros en los números del BOLETIN 
PEDAGOGICO que publica aquella Instih1ción, y bajo cuyo patronazgo se hu pu
blicado, además, la obra del autor cDIDACTICA MATEMATICA EURISTICA• en 
la que se exponen los fundamentos y se describen la~ experiencias y resultados de 
las clases experimentales de su Cátedra y Seminario Didáctico antes aludida, obra 
cuya traducción al italiano ha sido solicitada por asociaciones de profesores de di
cho país hermano. La participación extraordina riamente meritoria del profesorado 
de Maternáticas de los Institutos Laborales en la Exposición Iuternaci'lnul, antes 
refer ida, se detalla en la aludida obrita sobre «El Material didáctico actual», y da idea 
cabal de la intensidad ele In 1·enovación ele métodos lograda en los Centros de En
seña n7.a l\f ed k. y Profesional. 

Finalmente, la repercusión de las conferencias dadas por el autor ante las Insti
tuciones de Enseiiauza Media privada, refléjause asimismo en la inquietud despet · 
tada en dichos Ct!ntros y en las evidentes señales de nueva vitalidad que ya están 
dando en la formación de s u profesorado, en sus Revistas, en el envío ele colabora
ciones, como las recientemente recibidns y publicadas en la REVIS1'A DE EN
SE~ANZA MEDIA. (V. los núms. 29-32 y 33-36.) 

Creemos que este rápido resumen es suficiente para informar al lector de todo
lo que se ha conseguido en el corto plazo de cnatro años que nos separan de la 
i niciación del movimiento renovador comentado y permiten sugerir una consolado
ra esperanza para el porven'i.r. 
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de relaciones en la que ya no interesan los seres relacionados, sino las ac
ciones relacionantes, es decir, las operaciones y sus leyes o propiedades. 

Se siente, en resumen, la necesidad imperiosa de una didáctica no sólo 
activa, sino eurística en el sentido ele procurar que el alumno elabore por 
sí mismo los conceptos y conocimientos que haya de adquirir, mediante el 

acicate de situaciones hábilmente creadas ante él por el maestro, con ob
jeto de que el interés funcional y directo por ellas despertado sea suficiente 

·para fomentar la actividad generadora. Más que interpretar la Matemática 
como un colosal depósito estratificado en los textos que las anteriores ge
neraciones nos han legado, hemos de concebirla como una actividad pen
sante en eterna producción: la ele ayer, la de hoy, la de mañana. Para que 
no falte esta última formamos a nuestros alumnos hoy. Sólo cultivando el 
espíritu de investigación y de conquista se asegura, a un tiempo, la firmeza 

ele lo adquirido y la continuidad históri'ca del progreso. Y obsérvese cómo 
no perseguimos una didáctica facilona y blandengue, sino, por el contra

rio, una fortaleza de conocimientos y un impulso basados en el esfuerzo del 
niño estimulando éste convenientement<::, al tiempo que se gradúa y dosi

fica . No se trata, pues, de eludir dicho esfuerzo, sino de lograr que sea 
deseado. 

EL GRAN PROl3I,EllfA DIDACTICO AC'fUI\L 

Sin duda parecerá a muchos utópica quimera pretender que el niño 
quiem, que el niiio se interese espontáneamente por el objeto del conoci

miento matemático, y· más quimérico aú'n que el niii.o descubra sus mate
·tnáticas ¡ y, sin embat'go, ambos objetivos son alcanzables simultáneamen

·te por ser con frecuencia inseparables·. Preguntad a los que han vivido, a 
los que han experimentado ya clases activas eurísticamente concebidas. 

Ellos os dirán la asombrosa inventiva de que hace gala el niño, aun a veces 
los que en las primeras reacciones parecen manifestarse más torpemente. 
Ellos os dirán. la inmensa alegría del niño que por propia inventiva des
cubre la verdad, el goce de encontrar por sí mismo el nudo resolvente de 

. un problema, el hallazgo de una ley, de una generalización, esa fel iz son
risa ante la evidencia primitivamente oculta. Ellos os dirán también la 

forma indeleble con la que estos hallazgos quedan fijados en la mente de 
sus descubridores. Y ¿qué de extrañar .tiene que el niño descubra gozando 
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' 
nadá sirve acelerar a ·la ·fuerza los ·procesos de aprendizaje sj luego resulta 
nula o casi nula la cosecha, y hay que repetir y repetir para conseguir una 
fijación · artificiosa de conocimientos. 

Segunda objeción: La falta de homog~neidad de la clase. 

No es, en verdad, objeción aplicable· específicamente al método activo 
eurístico, sino también a cualquier otro método como, por ejemplo, el tra
diéional de explicación. Menos recursos 'tiene en éste el profesor para en
terarse de la · inadaptación posible de su ritmo al de comprensión de la cla
se. Precisamente el hecho de acusar más pronto los asincronismos del alum
nado, constituye un tanto a favor del activismo eurístico. Pero ello no nos 
excu_sa de hablar del problema. E l. planteamiept? en común de las cues
tion~s estimulantes a un grupo de muchachos ofre_ce el natural inconve
niente de que los mejor dotados se adela_nten a dar ·la solución a los demás 
y de que éstos terminen acomodándose a que sus compañeros discurran por 
ellos. Este inconveniente se presenta especialmente en las clases en las que, 
bien sea por el elevado número~ bien sea porque la limitación del material 
imponga su manipulación colectiva, resulta obligada .asimismo la for-

. mutación de propuestas ante grupos. Bu tal caso es preciso vigilar 
muy cuidadosamente que todos intervengan en el diálogo, menudeat;tdo 
y distribuyendo las preguntas, procurando que las más fácilés re~aigan 
·en los menos dotados para que todos sientan motivo de satisfacción 
E-n participar, y conteniendo. si es preciso la impaciencia natural qe los 
que .inevitablemente se adelantan en ver claro o en imaginarse que lo 
ven. Mejor resultado da en ocasiones invitarles a escribir en silencio las 
soludo~es y respuestas en hojas que el profesor revisa una a una reco
rriendo constantemente las mesas, mientras plantea las preguntas y comen
ta las respuestas. En este modo de proceder, como en el del diálogo, e!
muy importante que los alumnos se autocorrijan, enfrentando las opinio
nes y resultados contradictorios para que los mismos enfrentados decidan 
quién tiene razón. y cuando nadie acierte, en lugar de un expeditivo. y 
seco uestá mall> es preferible llevar el diálogo de modo que el error sea de
tectado por los mismos alumnos anté consecuencias vis!_blemente absurdas. 
Aun con ello resulta inevitable el desajuste de ritmo entre unos y otros, 
sobre· todo cuando la clase es demasiado heterogénea. En este caso, el pro
fesor debe tener un fino instinto de adaptación <1 un ritmo intermedio para 
·que ni · los ~ás capaces llesuen a perder el interés por pobreza de estímu-

i 
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los, ili los menos rápidos lleguen asimismo a abandonarse, desalentados, 
por no poder seguir a los demás. No hay que decir que; en cuanto ·sea po
sible subdividir y organizar las clases, homogeneizando los grupos, ello 
favorecerá esta adecuación de ritmo y la simultánea vibración de la clase 
entera. En todo caso, no veo inconveniente en promover la ayuda de los 
mejor dotados en favor de los menos, cuando se tenga la seguridad de que 
éstos han dado de sí cuanto podían dar. 

Tercera objeción: El elevado nú-mero de alumnos de nuestras clases. 

Es, desde luego, el factor que puede influir más decisivamente en con
tra del modo eurístico de enseñar. En una clase concebida como salón de 
<:onferencias, el profesor pue.de acaso mantener la atención simúltánea de 
SllS alumnos, P?r numerosos que sean, con la magia de su palabra, o, por 
lo menos, una apariencia de atención impuesta por disciplina. ¡La ense
ñanza tradicional se alimenta de tantas 3:pariencias ! Pero cuando la clase 
se convierte ~n taller y el profesor en auténtico maestro de tal taller; se 
<:omprende que dt::be limitar el ~úmero de sus discípulos operarios . a aque
llos cuyo trabajo pueda simultáneamente atender. La limitación del núme

ro es esencialísima en el modo de hacer activo y eurístico. Si no percibimos 
esta necesidad en nuestra propia carne de maestros, si no sentimos el ru
bor de la farsa que supone la macropedagogía, es inútil que hablemos de 
mejora de métodos ni de modos. Pero tengamos cuando menos la honradez 
de reconocer el fraude que estamos cometiendo en nuestra sagrada misión : 
la educación de nuestra juventud. 

Para fijar un número, internacionalmente admitido como tope, os diré 
que ninguna clase de· enseñanza media debiera exceder de treinta alumnos. 
En una moderna institución de Lausanne me confesaba el Director haberse 
t>Uesto de acuerdo con el arquitecto en lo relativo a las dimensiones de las 
das~s, con objeto de que los muros impidieran para siempre cualquier de
bilidad administrativa que pudiera hacer exceder tal número de las 24 pla
'Zas que justamente cabían en cada local. Y resulta muy significativo el 
hecho de que otros profesores suizos, en conversación· privada con un com
pañero nuestro que recorría a la sazón los Centros de Enseñanza media de 
la Suiza francesa, al preguntarles éste el número de alumnos que tenían en 
sus clases, tuvie~an no pocos reparos en info.nnar que aunque legalmente 
no debieran exceder.de t~einta, se habían ·visto forzados, por éircunstandas 

¡ 
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excepcionales, a tener (y aquí bajaban la voz muy confidencialmente) ¡ has
ta treinta y c~nco ! 

¡ Y pensar que todavía nosotros mantenemos clases oficiales de 70, 80~ 
100 alumnos y aun más! :Paso extraordinario y esperanzador, por el pre
cedente que establece, es la declaración en la ley de que no puedan exceder 
nuestras clases de cincuenta, lo que a partir de este año se ha puesto en 
práctica ya en los cursos primero y quinto del nuevo plan. Número todavía 
excesivo; pero, como digo, el hecho solÓ del reconocimiento legal de la 

. . 
necesidad de la fijación de un tope como principio marca un paso que,. 
annque tímido y tardío, merece toquemos a j6bilo. 

Por grande que sea la esperanza futura, no es mucho, pues, lo que de 
momento podemos lograr en la enseñanza oficial en sentido auténticamente 
eurístico con clases de cincuenta alumnos; pero no debemos acobardarnos 
por ello. Son m6ltiples los ensayos que llev~ realizados en clases aún más 

· numerosas, mediante una técnica de distribución en grupos pequeños y de 
jerarquizad6n de alum~os en ellos; ensayos con los cuales he obtenidó 
si"empre resultados mucho mejores que los que se desprendían del sistema 
tradicional de explicación y pregunta. 

Pero si en la esfera oficial estamos todavía forzados a tener cifras ex
cesivas de alumnos, que nos )1;11Piden el pleno desarrollo de los nuevos mo
dos, en la enseñanza privada y en los colegios ya no tenéis tal imperativa . . 
contrariedad. Está en vuestra mano organizar y litnitar los grupos docentes 
en la forma más eficaz para la enseñanza. Por eso fío ni.ás de momento en 
las posibilidades de reforma de modos en la enseñanza no oficial, si en 
verdad la· desean. Tampoco he de regatear para ella mi esfuerzo persona! 
si es requerido. Va en ello la felicidad de millares de niños que sufren to
davía estudiando matemáticas. Só~o aspiro, en principio, a convenceros o 
a poneros en camino para que los mismos niños os convenzan. Y o sé que 
una vez adqttirida la convicción, la voluntad y el entusiasmo no han de fal
taros para el logro. En los todavía escasos contactos personales que he vi

vido con elementos de vuestro profesorado que han seguido mis cursos de 
Metodología y Didáctica, tengo muestras elocuentes de que mi esperanza 
no es baldía. 

Cuarta objeción : Mi único temor es que os acobarde la obsdsi6n de 

los exámenes. Y aquí llegamos a la cuarta y última de las objeciones que 
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me formulo y replico, porque sé que responde a temores que podéis no~le
mente sentir . 

. El régimen de pruebas constituye uno de los más graves problemas de 
la enseñanza. Aquí y fuera de aquí. Y ello debido a la inevitable antino
mia que crea entre formación y preparac~ón. Una reglamentación defectuo
sa del sistema de pruebas puede echar al traste el mejor de lo!: p·lanes edu
cativos. Y puede destru~rlo por errores cometidos a veces con la mejor de 
las intenciones; pongo por ejemplo una intención uniformadora o excesi
vamente detallista. Me explicaré mejor. 

Cuando a tal punto se detalla la prueba, se tecnifica, se automatiza, poi 
así decirlo, un examen, se crea automáticamente también otra técnica, la 
de entrenamiento para dicha prueba, para dicho examen. Y la enseñanza, 
que debiera ser ante todo formación del educando, se convierte en PrePa
ración, que no es lo mismo, sino casi todo lo contrario. 

En este punto las autoridades debieran actuar con extrema cautela. 
Porq~e los profesores tendemos, ¿no es cierto?, a que se nos fije y limite 
estrictamente la .naturaleza de las pruebas que habrán de sufrír ·nuestros 
aiumnós, con objeto de . asegurar su éxito en el examen, · éxito del que de
penderá, según juicio tradicional de padres y examinadores, el prestigio 
del" profesorado y de los centros en que se han preparado. El verbo ((pre
Darán> ha suplantado al de «forman> en el lenguaje académico de los co
mentarios: ((j Qué bien preparados los presentan!» No se nos ocurre de
dr: «i Qué buena formación llevan !» Y no lo podemos decir porque, en 
rigor, los exámenes sólo han comprobado la preparación "1 no la forma
ción. 

Así resulta que el régimen de exámenes, que debiera constituir una 
verificación de eficacia de sistemas educativos, una prueba. anticipada de 
la educación de los futuros ciudadanos para la vida, que es, en definitiva, 
la gran maestra y examinadora, se va convirtiendo poco a poco en un sis
tema de cláusulas contractuales entre el Estado y el profesorado para re
gular. rendiciones de cuentas en la memoria de los niños a cambio de apro
baciones de saldo que autoricen el pase. Y de aquí que cuanto más est re
chas sean dichas clausulas, ·mejor se considere definido el contrato; cuanto 
mejor satisfechas aquéllas, mejor cumplido éste. De aquí que se tienda a 
fijar progi·amas bien desmenuzados en preguntas que no puedan alterar 
los examinadores; en suministrar listas bien delimitadas de problemas, y, 
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a . ser posible, colecciones de' ellos, sobre las que forzosamente hayan de 
versar las pruebas de examen. Y que no sean excesivas para que haya tiem
po de explicarlos bien y repetirlos muchas veces durante el curso h.asta 
memorizarlos y convertirlos en clichés mentales que puedan traerse a la 
memoria al estímulo del enunciado. Y¡ por favor!, 'que no haya variación 
aviesa de enunciados, aunque¡ vengan a decir lo mismo; para que los alum
nos no. se desor~enten y ya no sepan a qué clisés corresponden. ¡ Nada de 
angustivas sorpresas! Todo bien previsto y esquematizado. Los niños así 
preparados, convertidos en autómatas,. se lucirán en el acto del examen, 
mostrando lo bien que disparan la respuesta correspondiente ·a cada estímu
lo predeterminado. El colegio que mejores aut6ma~as presente, aquel cu
yos robots así fabricados tengan mayór capacidad de almacenaje de refle
jos, es el que se llevará la pahua de «buen colegio». 

Señores, quizá haya exagera.do un poco. la caricatura. Perd6neseme por 
la amargura que este cuadro de costumbres académicas tan arraigadas .en 

· nuestra Patria me prodwce. Ya sabéis que la ironía es, con frecuencia , el 
único escape que .se permite el dolor frenado por la discreción. Pero ¿no 
os estremece también la subversión pedag9gica que este estado de cosas 
supone? Porque decidme, en verdad, ¿de qu·é van a servir luego estos au
tómatas cuando la vida les obligue a actuar ante la inmensa variedad de 
estímulos imprevistos y tantas veces contradictorios? Actuarán, sin duda, 
porque la vida, gran maestra, les enseñará también, llenando el vacío for
mativo que acarrean; pero actuarán no gracias a sti preparación, sino a 

Pesar de ell.a. 

¿Solución? No ~s fácil. Mientras las pruebas favorezcan a tal pumo la 
técnica preparadora, yo aconsejaría a los profesores que tuvieran siempre 
presente la respÓnsabilidad que ante Dios tenemos contraída de formar; por 
encima de todo, a nuestros alumnos para su vida futura; para la vida 
eterna ante todo, pero también para esta vida que nos ha tocado en suerte 
vivir, tan llena de miserias como de m~ravillas. Aunque los padres, a 
quienes debemos educar también a través de sus hijos, creaú que nuestra 
misión es procurar el lucimiénto de nuestros alumnos ante el efímero tin
glado de los tribunales de examen, nuestra misión es mucho más elevada : 
se trata de hacerles útiles para D:os, para la Patria y para la sociedad en 
que him de desenvolverse y vivir; y si no es posible abandonarles al azar 
de unás pntebas, aCtuando como si no existieran, sea al menos ·el tiempo 

í 
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invertido en la específica preparación. de ellas reducido al mínimo, para 
que no se !J.nteponga y absorba la esencial Jabor de formación que nos in
cumbe. Os daréis cuenta entonces de que un alumno bien formado lleva 
implícita úna fuerte preparación, mientras la recíproca no es cierta. 

· Y en cuanto a las a)ltoridades, no me cansaré de rogarles~ con todos los 
respetos, que constriñan y automaticen lo menos posible la acción del pro
fesorado, que no )e pongan en trance de convertirse en meros preparadores, 
que le dejen margen de libertad suficiente para desarrollar su personal la
bor form-ativa, Y ya que no es posible prescindir en absoluto de un control 
examinador (porque tampoco voy a incurrir e11 la utopía de . creer eti. una 
axiomática. excelencia de todo el profe'sorado) ' procure a~ menos que se 
-aquilate y mejore cada vez más el sistema de pruebas; pero no en un sen

tido detallista, sino en un sentido de ajuste a los procesos de la inteligencia 
en acción del niño ante los estimulantes vitales, perfeccionando la técnica 
de exploración y medida de dicha inteligencia y de asimilación auténtica 
de conocimientos, ideando sistemas de pruebas que tiendan a detectar cada 
vez mejor la madurez con preferencia al automatismo y al verbalismo me
morista. 

:RESUli!EN 

Señores, antes de terminar quisiera que como impresión sustancial de 
esta charla quedaran fijas en el recuerdo de mis oyentes .las siguientes afir
macione·s, que constituyen su resumen : 

P1·imera. La técnica de la enseñanza de la matemática necesita una 
evolución que la adapte a las necesidades del mundo moderno y a las po
sibilidades intelectuales y reacciones afectivas del mUIÍdo infantil. 

Segunda. La evolución de modos de enseñar es tan necesaria como la 
de programas y métodos. N o basta saber lo que el niilo debe y puede apren
der, sino que es indi:5pensable lograr, además, que quiera aprenderlo. 

Tercera. Un gran problema didáctico queda abierto en e~ta: cruza.da 
<le captación de voluntades para el aprendizaje de las matemáticas, cruzada 
en· la que es necesaria la colaboración de todo el profesorado, tanto oficial 
-como privado. Se trata de crear un vastísimo cuadro de situaciones esti
mulantes y eslabonadas para que los niños .puedan gozar descubriendo las 
matemáticas que aprenden .. 
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Cuarta. La enseñanza de Ja matemática se ha de desenvolver para ello 
en clima de clase activa., de clase. taller, y no de clase pasiva, de clase con
ferencia. Se impone la reducción de !os grupos y el incremento y forma
ción consiguiente del profesorado necesario. 

Quinta. Esta cruzada es de trascendental urgencia social y patrja,. 
dada la posición axial qne la matemática ha tomado en el mundo moderno 
y en sus bases, esencialmente técnicas y económicas. 

Sexta. Pero además, y esto es lo más hermoso de nuestra tarea, es 
obra fundamental de caridad, porque habrá de llevar la alegría del apren
dizaje de las matemáticas a los millares de niños españoles y de todo ei 
mundo que todavía sufren estudiándolas. 
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Se me piden normas didácticas. Preferiría despertar una co1tciencia di~ 
dáctica; sugerir formas de sentir antes que modos de hacer. Sin embargo, 
por si valieran, ahí van las suge1encias que estimo más fundamentaies : 

I.-N o adoptar una didáctica rígida., sino amoldarla en cada caso al 
alumno, observánd~le constantemente . 

II.~No olvidar el o1·igen concreto de la Matemática 1ii los iJ1'ocesos his
tóricos de su. evolución.. 

III .-Presentar la 1.11 atemática como una. unidad en relación con la vida 
natural y social. 

!V.-Graduar cuidadosamente los Planos de abstraCC'ión. 

V.- EnsC?"iar ~uiando la actividad c1·eadora y descub1·idora del alumno . 

V I.-Estimular dicha activ·idad des.Pe-rtando interés directo y funcional 
hacia el objeto del .conocimiento . 

. V IL- Promover en todo lo posible la autocorreccíón. 

V III. -Conseguir cierl.a.maestría en las soluciones antes de automatizarlas. 

IX .- Cuida1· que la exp1·esión del alumno sea traducción fiel de st¿ pen
samiento. 

X .-P1·ocurar a todo alumno éxitos que eviten su desaltento. 

Exceptuando el consejo primero de N o rigidez o Adaptación, que es el 
. más general, los demás podrían agruparse y categqrizarse del siguiente 

modo: 
Preceptos relativos a cualidades del método de enseñanza: II. Gene tis

mo.-III . Vitalismo.- lV. Gradación. 

1 Publicado en la Revista «Gaceta Matemática», 1."' Seri~, Tomo VII, núme
ros 5 y 6 ; 1955. 
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Preceptos relativos al modo: V. Eurismo.-VI. Interés.-VII. Auto
crítica. 

Preceptos que pudiéramos llamar de plenitud: VIII. Maestría.-IX. 
ExPresiiSn.-X. Exito. 

* * *· . 

Para precisar el alcance de. cada tmo de estos preceptos permítaseme 
añadir un breve comentario a cada uno de ellos. 

L-No adoptar una didáctica ríg·ida, sino amoldarla en cada caso al alunmo~ 
observándole constantemente. 

El centro de la enseñanza no es hoy ya el maestro, sino el alumno. La 
acción de aprender ha arrebatado su antigua primacía al acto de enseñar_ 
Hoy enseñar es estimular y gu~ar. los procesos de aprendizaje. De aquí que 
la acción del maestro quede condicionada en cada caso a dichos procesos. 

Conviene recordar especialmente aquí este carácter general de la ense
ñanza con objeto de evitar que los profesores de matemáticas busquen en 
la didáctica soluciones fijas y rígidas como las de la Matemática misma. 

II .-No olvidar el origen concreto de la Mate_mática ni los Procesos hist6ri
ricos de su evoluci6n. 

Este olvido engendra una estrecha idea de la finalidao educativa de la 
Matemática, finalidad que no debe limitarse al desarrollo del razonamiento · 
lógico abstracto. Las nociones y las operaciones matemáticas han tenido su 
primi_tivo origen ~istórico en p~ocesos de abstracción y esquematización del 
_mundo físico real. La humanidad sól? ha podido aplicar el mecanismo abs
tracto .a los problemas que dtcho mundo le ha presentado, después de efec
tuadas dichas esquematizaciones. Los resultados de esta elaboración abs
tracta se han p royectado de nuevo al campo de la realidad en la interpreta
ción· y ataque de nuevos problemas. Los procesos genéticos del pensamiento. 
matemático están lo suficientemente vinculados a su evolución histórica
para que no nos olvidemos de dicha génesis y evolución. 

III.-P1·esentar la Matemática como una· u-nidad en relaci6n con la vida: 
natural y social. 

Para la inmensa mayoría de nuestros alumnos la Matemática no será 
más que un instrumento de enfoque en sus problemas vitales futuros. Edu-
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carles matemáticamente es bastante más que presentarles el mecanismo abs
tracto del instrumento en vacío. Habrá que cultivar asimismo en toda. la 
enseñanza matemática el sentido de aplicación en sus dos fases de abstrae· 
ción y concreción que preceden y siguen a tal mecanismo. 

Por otra parte este mecanismo tiene su unidad funcional. La división 
de la enseñanza matemática en compartimentos estancos determinó progra
mas lineales cuya unidad lógica ha sido sustituída modernamente por uni
aact.es funcionales cíclicas más adecuadas al desarrollo psíquico del alumno. 
Ello favorece, al término de los ciclos, la propuesta de cuestiones de c1ertá 
amplitud que abarquen teorías matemáticas diversas, y aun conectables con 
otras disciplinas como la Física, la Química, la Geografía, etc. 

La amplitud de tales cuestiones podrá dar ocasión a la o;gani.zación de 
trabajos en equipo, promoviendo hábitos útiles de colaboración social y de 
autodisciplina de grupos en connmidad de trabajo. 

IV.-Graduar cuidadosamente los pla1tos de abstracción. 

Lo concreto y lo abstracto no son términos absolutos, sino rel!cltivos. 
Lo concreto empieza siendo lo observable, lo que directamente perciben 

nuestros sentidos; luego pasa a ser lo imaginable, lo intuible, lo represen· 
table. Por abstracciones sucesivas edificamos categorías mentales en las que 
se estratifican lo concreto y lo abstracto en orden de abstracción creciente 
y concreción decreciente, de modq que cada estrato es abstracto ¡especto 
del anterior y concreto respecto del siguiente. 

'!'al estratificación de categorías requ~ere tiempo y sedimentación y, por 
tanto, cada categoría sólo es accesible a determinada edad mental que el 
educador matemático tiene que tener muy en cuenta para graduarlas con
venientemente no sólo de curso a curso, sino aun ocasionalmente de aium
no a alumno, acudiendo . a planos más concretos de comprensión en aque
llos menos dotados. 

V .-Enseñar guiando la actividad creadora y descubridora de los alumnos. 

El niño no es un depósito a llena\- de ·conocimientos, sino un potencial 
deseoso de convertirse en actividad. Encaucemos esta actividad en un sen
tido educativo. Los procesos de transmisión de conocimientos no deben di
vorciarse de los de aclqtúsición o descubrimiento. Sólo hay auténtica asimi
lación de un conocimiento cuando es fruto de una acción que motive su 
génesis. La tarea del maestro es provocar la actividad creadora del alumno 
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orientándola en cada caso hacia la generación del conocimiento que se trata 
de adquirir. Es la única forma de conseguir firmeza y seguridad en la ad-. 
quisición. Los ejemplos y los problemas son los que han sugerido casi 
si~mpre los conceptos y las teorías. 

VI.-Estimular dicha actividad despe·rtando el interés directo y functonal 
hacia el objeto del conocimiento. 

Pero el estimulante disparador de la actividad del niño no debe ser la 
coacción o la fría propuesta de cuestiones que no despierten un interés di
recto, es decir, que sea función exclusiva de las cuestiones en sí. Por el 
contrario debe ser dicho interés despertado por la situación el que dispare 
la actividad funcional del alumno. Sólo así sacará éste energías de su caudal 
para vencer las dificulta9es. La afectividad del niño juega en esta cuestión 
un papel ex~raordinario, y resulta a veces mágico el poder C:reador que des
arrolla el niño cuando se acierta a llamar poderosamente dichos factores de 
interés y afectividad. 

La Matemática, contra Jo que muchos pueden creer, se presta ·grande
mente a despertar estos potenciales de interés, si se sabe presentar sus pro
blemas en la forma estimulante de un misterio a descifrar, de un apuro 
vital a resolver en ficción de juego. Aun en un terreno puramente abstracto 

los conceptos matemáticos son particularmente aptos para crear situaciones 
de juego mental aderezándolos convenientemente. Si además se sabe sacar 

partido de las innumerables situaciones matemáticas creadas por problemas 
de la vida real, uniremos a dicho interés autónomo el interés superpuesto 

por la proyección a la vida, y atenderemos a la formación matemática com
pleta y vitalista esbozada en los puntos segundo y tercero. 

VII.-PTOmover en todo lo posible la autocorreccivn. 

Una de las potencialidades educativas de la matemática radica. eu el 
hecho de ser sus resultados auto-:omprobables. En la educaci9n del carácter 
y de la volunt~d el resorte de la autocrítiea es fundamental. Uu educando 
acostumbrado a corregirse a sí mismo por el sencillo vehículo de la com

probación de sus propios resultados, y, por tanto, de sus propios errores 
cuando los cometa, sabrá acaso ser más cauto en sus precipitaciones, más 

seguro en sus pasos, más objetivo en sus juicios y acaso más humilde en 
sus apreciaciones. 
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RECOME~DACIONES SOD.RE LA U.NSEÑAN.ZA 
DE LAS MATEMATICAS 

Elevadas Po1· la «VNESCO» y la «OFICINA INTERNACIONAL DE 

EDUCJl.CIONn a los Ministe·rios de Inst·rucci6n Pú-blica de los Pafses 

adheridos} en la Décimono'Vena Conferencia Internacional de Instrucción 

Pública habida en Ginebra en julio de 1956 1 

La Conferencia Internacional de Instrucción Pública, convocada en 
Ginebra por la Organización de las Naciones Unidas para la Educación, la 

Ciencia y la Cultura y _por la Oficina Internacional de Educación, habién
<dose reunido el 9 de julio de 1956 en su déci~nonovena sesión, adopta, el 
•17 de julio de 1956, las siguientes recomendaciones: 

La Conferencia: Considerando que las Matemáticas ban tenido en todo 
tiempo un valor cultural y pr{lctico indiscutible y un papel importante en 

el desarrollo científico, técnico, económico y, en particular, que nuestra 
·época presenta una coyuntura matemática sin precedente en la Historia, 

1 Por indicación del Sr. Puig Adam, miembro de la Comisión espailola que par

ticipó en dicha Reunión Internacional, en la que estuvieron representados 71 paises, 
reproducimos aquí este cuadro de recomendaciones que constituye la síntesis inter
ltacional más completa de orientaciones metodológicas en pedagogía matemática 

moderna. 
E l Comité de Redacción de estas instrucciones, designado por la Asamblea gene

ral a propuesta de su Presidente Sr. Píaget, estuvo constituido por los profesores 
Servais (Bélgica), Puig Adam (Espaiia), Knani (Tánez), Choukour (Afgauistán), Cam
pedelh (Italia) , Markouchevitch (U. R. S. S.) y Bisdorff (Luxemburgo) . (V. acta del 

13 de julio). En las referidas instrucciones se nota claramente la aportación de nues
tro compatriota, cuyas fundamentales ideas didácticas contenidas en su anterior De
cálogo, aparecen íntegramentl': AC'eptadas y encuadradas en el vasto morco abarcado 
por la Comisión. (N. de la R.} 
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económica y social exigen cada vez más conocimientos matemáticos co
rrientes (cálculo, geometría usual, representaciones geométricas, fórmulas, 
ecuaciones, funciones, tablas y gráficos). Estas nociones y medios funda
mentales intervienen también en un número creciente de profesiones. 

3. Las Matemáticas y el estilo de pensámiento. que les es propio deben 
ser considerados como un elemento esenci.tl de la cultura general del 
hombre moderno, aunque su actividad no sea cientffica ni técnica . E s de 
desear que la ensei'ianza de las Matemáticas, en estrecha unión con la 
0nseñanza de otras ramas, conduzca a los alumnos a comprender el papel 
que juegan las Matemáticas en las concepciones científicas y filosóficas 
del mundo actual. 

4. Uno de los fi nes principales del curso avanzado en Matemáticas 
en los últimos años de la enseñanza secundaria debe ser la preparación 
a los estudios superiores científicos o técnicos, cuya base matemática 
crece de día en día. 

T.UGAR DE LAS MA'l'F.MATICAS 

5. La enseñanza de las Matemát icas, obligatoria en las diferentes cla
ses del ciclo inferior de las escuelas secundarias, debe disponer de un 
número de horas adecuado. 

6. E.n el ciclo superior de las secciones científicas el curso de Mate
máticas debe beneficiarse de un horario extenso. 

7. Es de desear que los alumnos que manifiesten disposiciones especia
les para los estudios científicos tengan la posibilidad de segnir una ense
ñanza más desarrollada que les permita entregarse a estudios comple
mentarios personales. 

8. En los países donde la enseñanza de las Matemáticas no figure con 
título obligatorio en ciertas secciones (Secciones Literarias, por ejemplo) 
debería ser organizada una enseñanza matemática con tendencia cultural 
más que puramente técnica, al menos a título facultativo. 

9. El coeficiente que afecta a las Matemáticas en el momento de la 
calificación de los resultados de los alumnos, cualquiera que sea el modo 
de realizarlo, debe ser proporcional al valor que se reconoce a esta disci
plina. Cuando ésta es obligatoria, y especialmente en secc1ones cicntíiicas, 
deberá ser considerada como una de las ramas principales, fu ndamental
mente en los pases de clase y en las certificaciones de fin de estudios. 
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que tiene un origen ligado a lo real y un alcance eficaz en nuestra acción 
sobre él. 

17. Todo debe disponerse para estimular y favorecet· en el alumno el 
aprendizaje activo de las Matemáticas por una participación personal tan 
grande como sea posible en su elaboración. 

18. Es necesario : a) excitar y sostener el interés de los alumnos tanto· 
para las Matemáticas en sí como para sus aplicaciones, b) estar atento a la 
trayectoria del pensamiento matemático juvenil, e) adaptar la enseñanza 
a las capacidades individuales y a 1.a evolución mental de los alumnos,. 
diferenciándolos sucesivamente según su destino. 

19. Es preciso: a) partir, siempre que sea posible, de lo concreto para 
llegar a lo abstracto, sobre todo en las clases inferiores y, cada vez que la 
cosa sea útil, hacer un llamamiento a la e:A"'Perimentaci(m real, figurada o 
imaginad a, para sugerir la defi nición o la demostración; b) darse cuenta 
de que el conocimiento matemático nace y se desarrolla por la penetración 
de las acciones concretas y la organización de los sistemas operatorios ; 
e) aprovechar las cuestiones provocadas por las situaciones concretas no· 
solamente para mostrar la importancia práctica de las Matemáticas, sino 
c;obre todo para motivar los desarrollos teóricos. 

20. Importa: a) Acostumbrar al alumno a formar las nociones y a 
descubrir él mismo las relaciones y propiedades matemáticas antes que· 
im ponerle un pensamiento adulto ya hecho; b) asegurar la adquisi<..ión 
de nociones y procesos operatorios antes de introducir el formalismo; 
e) . rio confiar al automatismo más que las operaciones asimiladas. 

21. Es indispensable : a) Hacer adquirir primero experiencia de los. 
entes y relaciones matemáticas e iniciar en seguida al alumno al razona
miento deductivo; b) éxtencler progresivamente la constnteción deductiva 
de las Matemáticas; e) enseñar a plantear los problemas, a buscar los da
tos , aprovecharlos y apreciar los resultados; d) conceder la preferencia 
a la investigación eurística de cuestiones, más que a la exposición doc
t rinal de los teoremas; e) hacer tomar concienci'd. de la estructura de una 
teoría hipotético-deductiva en Ja que, sobre la base de postulados, los. 
teoremas sean construídos por demostraciones y los términos nuevos in
troducidos por definiciones, de modo que conduzcan a una exposición 
lógica deductiva de la materia estudiada. 

22. Es p reciso : a.) Estudiar los errores de los alumnos y- ver en ellos. 
un medio de conocer su pensamiento matemático ; b) ejercitar a los alum-
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de las diferentes secciones y respetará para cada una de ellas la dosifi

cación entre el punto de vista práctico, las necesidades técnicas, el des
arrollo teórico y la preocupación culturaL 

27. Del uso de ¡os medios auxiliares audiovisuales, de los modelos 
matemáticos concretos (existentes en la vida corriente, construidos por 

los alumnos o los profesores, o también fabricados por firmas comerciales), 
que tienen un lugar cada vez más destacado en la eu,c;eüanza, conviene 

sacar partido para que los alumnos adquieran de forma activa las abstrac
ciones matemáticas. 

PERSONAL DOC~TE 

28 . En M.atemáticas, más quizá que en otras ramas, el papel del pro

fesor es primordial. La elección, la formación y el perfeccionamiento 
de los profesores de Matemáticas debe ser objeto de una atención y una 

solicitud particular por parte de las autoridades responsables de la educa
ción de la juventud. 

29. Los profesores encargados de enseñar las Matemáticas en los Cen
tros de Enseñanza media, deben tener una formación matemática de un 
nivel netamente superior al de su enseñanza. Esta formación debe implicar 

no solamente el estudio de las matemáticas· teóricas, sino una parte de 
matemáticas aplicadas, la historia general del pensamiento matemático, 

la metodología de la ciencia matemática en sí y el estudio de las mate
máticas elementales consideradas desde un punto de vista superior. 

30. Una preparación pedagógica y psicológica adecuada debe ser el 
complemento indispensable de la formación matemática del profesor e 

inspirarse en un conocimiento claro y bastante madurado ele los fines ge

nerales y de los principios de la educación humana. En esta preparación 

debe insistirse en la evolución estructural de la inteligencia en relación 

con la elaboración del pensamiento matemático. En ella se tratará de las 

relaciones entre lo concreto y lo abstracto de modo a situar la metodología 

de los modelos en la enseñanza matemática. El futuro profesor será en

trenado en la observación y en la experimentación en materia de peda

gogía matemática. Por encima de todo se le interesará por los adolescentes 

y por sus aspiraciones, a fin de que pueda ser el animador y el guía de 
la juventud. 
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ser elaborados en él estadios superiores de cultura, si tal es el destino 
del alumno. 

¿Qué valores utilitario y formativo debemos, pues, esperar de la ~nse· 
ñanza de la Geometría en la Escuela Primaria? Para acertar en el trata
miento del individuo recordemos una vez más lo ocurrido en la especie. 
La Aritmética nació en cuanto el hombre quiso contar sus bienes ; la Geo· 
metría, en cuanto quiso medi1·los y construirlos (acotar sus terrenos, cons
truir sus viviendas, etc.) . En estas tres operaciones primitivas de la hu
manidad : contar, medir y construir, está el origen de la matemática y tam
bién (salvada la diferencia de estímulos e intereses) la pauta de los pri
meros balbuceos matemáticos del niño en la escuela. 

Dejando al cuidado de la Aritmética la operación de contar y las téc
nicas operatorias que a su alrededor se desarrollan (la adición y la mul
tiplicación so11 cuentas, es decir, modos de contar abreviados) , podremos 
dar por alcauzacla la fiualidad utilitaria ele la Geometría en la E scuela Pri
maria en cuanto el alumno sea capaz de reconocer, medir y construir las 
formas geométricas que se le hayan de presentar con más frecuencia en su 
vida de relación futura. Por construir entendemos, naturalmente, el dise
ño o la realización de figu ras esquemáticas representativas, no la realiza
ción efectiva de objetos, labor de los distintos oficios, la cual se apoya 
precisamente en aquella técnica geométrica previa adquirida en la Escuela. 

¿Y la finalidad formativa? Es error frecuente creer que la principal 
finalidad formativa de la Geometría radica en el ejercicio lógico que se 
desprende de su encadenamiento de teoremas. Este error tiene su génesis 
en un proceso histórico bien conocido . Sabido es que la Geometría empezó 
siendo un conjunto de conocimientos empíricos de los antiguos construc
tores y medidores orientales y terminó siendo el edificio racional más bello 
y perfecto legado por el genio griego. Desde entonces se adoptó la ense
ñanza de la Geometría euclídea como la calistenia mental por excelencia. 
Antes de Euclides, ya Platón hizo inscribir a la entrada de su Academía : 
«Nadie entre que 110 sepa GeometTía>>, y dijo de ella que «atraía el alma 
hacia la verdad formando el espíritu filosófico al obligarla a dirigir sus 
miradas a lo alto y no a lo terreno» ... 1

. Muchos siglos después, ¡:>ascal y 

Spinoza· aún nos hablan del estJ·íritu geométrico como sinónimo del esPf.1·ítu 
lógico. Esta curiosa subversión de valores se debe a que la Geometría es, 

1 I~ep tÍblica. Libro VII. 
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todos los grados de enseñanza (tal es el «leitnrotivn de mi credo pedagógi
co, lo mismo en el Bachillerato que en la Enseñanza técnica) y con mayor 
razón en la primera enseñanza, en la que resulta prematuro el sutil tejido· 
de la lógica. Es, precisamente, en la primera enseñanza donde debemos 
acumular todas las vivencias sensoriales, experimentales e intuitivas , que 
sedimentadas en el subconsciente del niño, constituirán los estratos básicos. 
sobre los que asentará más tarde todo el edificio radonal abstracto. 

No olvidemos que la Matemática, como toda otra Ciencia, ha tenido 
su origen empírico y experimental, mucho más breve ciertamente que el 
de las otras Ciencias (por lo cual se estructuró científicamente mucho antes 
que ellas), pero no por ello ha dejado de existir, y lejos de renegar de este· 
origen hemos de tenerlo muy presente en la educación del niño, cuya ela
boración de conceptos no puede diferir grandemente de la que ha seguido 
la humanidad. En consecuencia, antes de pensar en la estructuración ra
cional de la Matemática y en particular de la Geometría, cuidaremos mu
cho las fases de observación, de experimentación y de intuición hábil
mente distribuídas a lo largo ele todo el período de enseñanza primaria 
en sus distintos grados. 

En rigor, la observación y el análisis simple de hechos y cosas surgen 
espontáneamente en el niño mucho antes de su asistencia a la escuela; se 
inician con el desarrollo de sus sentidos que ya dejan en é.l sus primeras 
vivencias espaciales, invariablemente unidas a sus primeras experiencias 
motrices . En la escuela se iniciará la experimentación, es decir, se pw
vocarán nuevos hechos geométricos artificiales que agudizarAn su obser
vación y análisis (por ejemplo, comparación de formas de quf! hablaremos 
en seguida) induciendo analogías y desarrollando la transducr.i6n (o paso 
de lo particUlar a lo particular análogo) como fase previa a h inducci6tl 

(paso de lo particular a lo general). Finalmente, en un período posterior, 
se desarrollará sn h1-lu:ici6n sustituyendo los hechos reales espontáneos o 
provocados, por hechos imaginados; la realidad externa sensible, por el 
mundo interno de la fantasía; el niño .empe;:ará a mirar dentro de sf (in
tuere) haciendo afirmaciones, no ya sobre lo que está ocurriendo y viendo 
realmente, sino sobre lo que ocurriría si tal o cual experiencia se efectuara, 
y que él está viendo en su imaginación. 

El desarrollo de esta facultad de intuir se adapta perfectamente a la 
evolución psíquica de la primera y segunda infancia, y es extraordinaria
Jlle!lte interesante para una completa formación matemática del educando, 
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posiciones varias 2
• Es interesante practicar en tales figuras recortadas la 

operación de simet1·ia cambiando la cara de apoyo sobre la mesa, al objeto 
de habituar a reconocer la igualdad inversa de figuras planas simétricas. 
(Esta igualdad se hace particularmente .difícil de, reconocer espontánea-
mente sin este ejercicio previo) . 

En este estado de conocimientos y de ejercicios es particularmente in
genioso y adecuado el material montessoriano que convierte en juego, y, 
por tanto, en actividad espontánea y deseada, la b6squeda de formas igua
les mediante el ajuste de la figura recortada al molde vaciado en las placas 
y cajas ele juego. Este reconocimiento practicado a ojos vendados, asociará 
la forma al movimiento, cultivando la destreza motriz prel.iminar al dibujo. 

En cuanto al problema de lenguaje inherente al reconocimiento de tales 
formas, bastará dar a cada forma su nombre sin pretender que el niño de 
los primeros grados asimile definiciones que se repiten de memoria siu 
dejar huella alguna formativa . Mucho más interesante resulta esperar a 
los grados superiores para que sea el mismo niño quien intente dar defini
ciones por su cuenta mediante el descubrimiento previo de propiedades 
específicas de la forma que se trata de definir, y no debe importar que 
tales definiciones se ajusten o no a las del texto al uso mientras sean geo
métricamente correctas. Por ejemplo, pueden admitirse como igualmente 
buenas las definiciones de paralelogramo: como cuadrilátero con los la
dos paralelos dos a dos; cuadrilátero con los pares de lados opuestos igua
les ; cuadrilátero cuyas diagonales se cortan en su punto medio, etc., pues
to que cada una de estas propiedades es privativa del paral elogramo y 
sólo de él. 

Las preguntas de contestación afirmativa : un rectángulo, un rombo, 
un cuadrado, ¿son paralelogramos?, y otras parecidas, dejarán ea el 
alumno la semilla de las nociones abstractas de género y especie. La cons
trucción en alambre de modelos cleformables permitirá materializar el gé
nero (por ejemplo, distintas formas de un paralelogramo) y la especie (caso 
particular en que los ángulos son rectos}. Todos estos ejercicios de par
ticularización de una figura y denominaci(m correspondien te por género 
próximo y diferencia específica tienen, pues, la proyección futura deseada 
en la formación lógica del educando. 

2 Con el mismo fin se construyen en Italia. pizatTas giratorias, y el profesor GAT

TnGNO 'hace uso del geopumo (tablero móvil con clavos, entre los cuales se tienden 
gomas qne dibujan las figuras corrientes de la Geometría plana) . 
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rlas, un material adecuado lo constituyen las fichas circulares corrientes. 
en 1os juegos, especialmente si son coloreadas en varios toilos que permitan 
distinguir los conjuntos unos de otros. La Rvda. l\1adre Dolores Puig, del 
Juniorado de las Escuelas del Sagrado Corazón, de Valladolid, ha 'descrito

interesantes muestras del uso de este material en la Revista «Enseñanza.. 
Media», número 33-36, material que expuso asimismo en la Exposición de
Madrid en 1957. 

Pero el comercio mismo suministra conjuntos ya agrupados (botones, 

automáticos, alfileres, bote11ine~, etc.), de cuyas agrupaciones puede ob~e
nerse provecho en distintos temas de enseñanza. Así, por ejemplo, la ac-
tividad de encajonar un cierto número de botellines en disposición reCtan
gular, sugiere la distinción entre número primo y número compuesto, y aÚIL 

la técnica para su discriminación. 
La disposición en grupos de los cierres automáticos de ciertas marcas. 

nos ha brindado eficaz oportnnidad para iniciar a los alumnos en la técnica. 
de la descomposición en factores 1

• Finalmente, la agrupación de estos mis
mos elementos en tiras de diez, y cartones cuadrados de cien, permite de
~arrollar a través de una actividad geométrica la estructura de la regla de 
la raíz cuadrada (ver la lección que se describe en el capítulo siguiente)~ 

YARILLAS ENGARZADAS Y ARTICULADAS 

Pasando al camlJO de la Geometría, las varillas de _distintos tamaños, 
acoinpañadas de dispositivos convenientes para su engarce y su articula
cióil, constituyen el material multivalente más ade-Cuado para la construc

ción de polígonos y poliedro~, para la ilustración de sus propiedades y aun 
para materializar transformaciones geométricas diversas_ 

Así, por ejemplo, con treinta varillas de madera, iguales, terminadas 

con hembrillas circulares que permitan atarlas de cinco en cinco, concu
rrentes en un mismo vértice, y encadenarlas tres a tres en cada cara, forma-
remos rápidamente un icosaedro regular desmontable. _, 

La construcC-ión de este modelo surgió de un comentario en clase, des

pués de haber aparecido destrozados antiguos modelos de dodecaedro y 
cubo regulares (con_struídos con varíllas metálicas soldadas)' mienti-ás el 

tetraedro, octaedro e icosaedro, de la misma colección,- se consei:-vab3.n en 

1 Véase P. Pu~G ADA~t: «Didáctica )\-fatemática_)~uríst~ca»,_ lección sobre ·desM 
composición en factores primoS .. 

i 
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buen estado. La diferencia de resisteucia, no debida al azar sino a la n
gidez estática del triángulo, originó una alusión instructiva a las estruc
turas reticuladas triangulares corrientes en la técnica (puentes, postes, et
cétera). Y, en efecto, los alumnos comprobaron la rigidez del icosaedro 
como estructura triangular, obtenida como hemos dicho, sin necesidad de 
soldar los vértices, sino de atarlos simplemente. 

E n cambio, un dodecaedro construído de análoga manera carece de ri
gidez. P ara dársela hubo que sostenerle mediante un icosaedro formado por 

E l omnipoliedro regular cons truído en el Instituto de San Is idro 

aristas que cruzaran ortogonalmente l as del dodecaedro en sus puntos me
dios. E s fácil obtener la relación entre las aristas de uno y otro poliedro : 
la arista del dodecaedro es la sección áurea de la del icosaedro cruzado. 

Para obtener análogamente un cubo rígido bastará insertar en sus caras 
las seis diagonales formando las aristas de un tetraedro regular inscrito en 
él. Si se inscribe un cubo en el dodecaedro antes formado (sostenido por el 
icosaedro correspondiente), en el cubo un tetraedro, como hemos dicho, 
y en este tetraedro el octaedro regular cuyos vértices son los seis punt0s 
medios de sus aristas (es deci r , los centros de las caras del cubo), obtendre
mo un modelo rígido desmontable de los cinco poliedros regulares sostenién-

i 
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dose mutuamente y que pueden destacarse entre sí pintando sus aristas de 
colores bien diferenciados. Las longitudes de estas aristas están en la re-

lación: cubo, 1 j tetraedro, .;2; octaedro, ./2/ 2; dodecaedro c/5 ._..., 1)/ 2; 
icosaedro, l. Este modelo fue bautizado con el nombre de KOmnipohedro 
regulan) por los propios alumnos qne lo construyeron, en el Instituto de 
San I sidro. 

Quede consignado lo anterior como un ejemplo vivido de cómo el mate
rial multivalente de varillas permite la rápida construcción de un modelo, 

Construcción dinámica de cuadriláteros con varillas art iculadas 
y deslizantes (material belga) 

y cómo esta construcción puede surgir del comen tario a un hecho ocasional 
de la misma vida escolar. La citada Rvda. Madre Puig, de Valladolid, ha 
realizado con sus alumnas construcciones análogas de modelos de poliedros 
regulares estrellados 2

• 

Cuando los sistemas no son rígidos se obtienen estructuras deformable!:> 
con ciertos grados de libertad. Condicionando éstos convenientemente (fl

jación de determinados elementos, deslizamiento de otros, etc.) , pueden es
tablecerse relaciones de posición entre los vértices variables del sistema 

2 Véase R evis ta «E nseñanza Media•, núms . 29-32. 



El material de varillas articuladas del profesor Biguenet (Francia) 

Detalle de uno de los modelos del profesor Biguenet : el que realiza 
el producto de dos homotecias 

i 



:IIodelos dinámicos articulados para ilustrar transformaciones geomé-tricas Ya· 
rias : tras laciones, g iros, semejanzas, homotecias y sus productos (Bosteels

Bélgica) 

Generación puntual y tangencial de la hipérbola (s1stema 
ele deslizamiento y articulación (Servais-Bélgica) 
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que traduzcan transformaciones geométricas conocidas. El profesor fran
cés Biguenet y el belga Bosteels, han hecho amplio uso de estos sistemas 
articulados para ilustrar transformaciones geométricas en el plano y sus 
productos: traslaciones, giros, homotecias, semejanzas, inversiones, po
laridad respecto al c'írculo ... 

llfosah:os varios obtenidos con polígonos r egulares (profesora 
Carleer-Bélgica) 

Como ejemplo típico de material geométrico multivalente, encuadrable 
dentro de este párrafo, citaremos, por último, el famoso juguete meccano de 
cuyos elementos se ha valido precisamente el profesor Biguenet para sus 
realizaciones 3

. 

MOSAICOS Y PUZZLES GEOMÉTRICOS 

En el dominio de la extensión plana es también del máximo interés di
dáctico el uso de figuras p lanas recortadas, acoplables entre sí, o en sus 

3 No queremos cerrar este párrafo sin mencionar el vistoso material ae varillas. 
articuladas de plástico presentado tn la referida Exposición por el profesor del 
Instituto Laboral de Ayamonte, don Juan F ernández. 

i 
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huecos correspondientes; las distintas actividades de ajuste, acoplamiento. 

formaci ón de mosaicos, etc., que motivan, permiten sugerir variados con~ 

ceptos matemáticos. 

Como veremos en el próximo capítulo, las distintas formas de ajuste de 
tales figuras en sus huecos, puede servir como punto de partida para es

tablecer los conceptos de simetría en el plano. El acoplamiento en mosaic<> 

~e cuadriláteros irregulares iguales puede relacionarse con el valor de la 

El m aterial del profesor Pascual !barra, de Valladolid, 
para la iniciación a la semejanza de triángulos 

suma de sus ángulos y también con las simetrías alrededor de los puntos. 

medios de sus lados. Los mosaicos formados de triángulos escalenos permi

tirán no sólo el descubrimiento ele sus relaciones angulares, sino también 

la génesis de triángulos semejantes y sus propiedades 4
• Finalmente, el 

juego de mosaicos llamado rombo nos sugirió una bonita e inesperada lec
ción sobre irracionales cuadráticos que describiremos en seguida. 

4 Véase la lección y el material del profesor PASCUAL !BARRA descrita en Revista. 
«Ensei'íanza :.\Iedia•, núm. 11. 

i 
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EL GEOPL.\NO 

Para la construcción .rápida de los más variados modelos de figuras 

planas, formadas por rectas y segmentos, es de gran eficacia didáctica la 
utilización de gomas coloreadas, tendidas entre los clavos de una red dis

puesta sobre una tabla plana. Tal es el fundamento de los llamados «geo
·planosll del profesor Gattegno. Con una simple red cuadriculada de 5 por 5 

Figuras realizadas con gomas en un geoplauo d~l profesor Gattegno 

·clavos (7 por 7 ó 9 por 9) puede realizarse gran variedad de figuras geomé

tricas planas, con las siguientes ventajas sobre el encerado : 1.\ la rapidez 

·en la formación, transformaci(m y anulación de las figuras, y 2.\ la muy 

importante ventaja de la movilidad del geoplano y, por consiguiente, de 

·las figuras en él construídas. Presentando cada figura en posiciones diver

·sas del geoplano, se habitúa el niño a percibirla desde distintos ángulos 

\'isuales y a reconocerla independientemente de su ppsición, lo que no suele 
·ocurrir con el encerado. Todos los profesores hemos observado la dificul

tad de los niños en reconocer, por ejemplo, un rombo cuyas diagonales no 
:sean precisamente horiwntal y vertical, como lo ha visto tradicionalmente 
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óibujado en el encerado y eu los libros, y asimismo la dificultad de recono
cer un trapecio cuyos lados paralelos sean, por ejemplo, verticales. 

Si cada alumno, o pequeño grupo de ellos, d ispone de un geoplano, la 
actividad en la construcción de estas figuras despertará el interés en la 
:-tveriguació n de sus propiedades. Para los polígonos regulares y las propie
dades relativas al círculo, se utilizan geoplanos con distribución ci rcular de 

Detalle del geoespacio de P escarini 

clavos ad hoc. Las posibilidades de este mater ial se hallan descritas en dis
tintos artículos y en espec~al en el antes citado Les matériels multivalents 
del propio profesor Gattegno (v. ((Le matériel pour l'enseig nement des 
J!lathématiques)), Delachaux-Niestlé, pág. 191). 

GEOESPACIOS 

Ampliaciones al espacio de la idea del geoplano han sido realizadas por 
los profesores Pescarini (Italia), Schiavone (Uruguay) y el autor de estas 

líneas. 
Las figuras espaciales se materializan por sus ariStas realizadas medJan

t~ gomas o cordeles tendidos entre puntos (orificios, ganchos ... ) distribuí
dos en las paredes de u n recinto espacial (geoespacio). 

17 

i 
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La principal dificultad a resolver aquí es la de la visibilidad de la fi
gura a tra,·és de las paredes del recinto que la contiene. 

Pescarini resuelve la cuestión construyendo dichas paredes de plástico 
transparente, lo que encarece el modelo. Nosotros hemo,; preferido hacer 

uso de enrejados de varillas o telas 

Fig. l 

metálicas, según los modelos re
queridos 5

• 

Para su uso individual, cnal
quier alumno puede, en rigor, cons
truirse un geoespacio disponiendo 
de cualquier caja de embalar de di
mensiones no inferiores a 25 cm. 

Suprimida una de sus caras de 
may01es dimensiones, con objeto 
de !)Oder manipular cómodamente 
en su interior, atorníllense, en cada 
una de las otras, redes de tornillos 
con gancho, distribuídos uniforme
mente (o colocadús en lugares pre
cisos, si se quieren lograr figuras 
e~paciales métricamente predeter
minadas). T endremos así, en toda 
la superficie interior de la caja, ma

terializados, un conjunto de puntos entre los cuaJe~ podremos tender 

gomas elásticas o cordele;;, que tan pronto tendrán la significación de 

rectas indefinidas, en problemas de carácter proyectivo, como represen

tarán aristas de figuras poliédricas transparentes, aptas para estudios de 

<:arácter métrico. La variedad de modelos que así puede componer e idear 

el alumno, tienen la ventaja, sobre los clásicos, de poderse hacer y desha

cer con suma facilidad. 

Las figuras que se detallan a continuación representan Yarios modelos 

en dos cajas, una fija y otra desmontable, especialmente confeccionadas 

5 Véase el artículo del autor uUn nuevo material para la enseñanza eurística 
de la Geometría del Espacio•, publicado en Revista «Enseñanza :Media», número 3, 

del que reproducimos la parte descriptiva . 
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en el modesto taller de trabajos manuales del Instituto de San I sidro •, con 
listones estrechos, con objeto de conseguir una visibilidad del modelo des
de cualquier punto de vista exterior a la caja. Los listones de las caras 
pueden sustituirse, con el mismo fin, por telas metálicas resistentes. 

l. En el modelo de la figura 1 se materializaron dos planos mediante 
dos pares de gomas, partiendo cada par de un mismo gancho, y dispuestos 
en forma de que ambos planos se cortaran en el interior de la caja. Se pro
puso a los alumnos colocar una aguja de tricotar en la recta de intersección. 
Pese a su aparente trivalidad, este ejercicio da bastante juego a la intui
ción y a la acción ele alumnos jpvenes (doce años) hasta lograr colocar la 
aguja en la posición debida . Difícilmente se les ocurre a los muchachos re
solver el problema visualmente, es decir, 
colocando la vista de modo que ambos 
pares de gomas se confundan visualmen
te en sendas rectas, y más les sorprende 
todavía observar cómo, dejando caer sim
plemente la aguja en el interior del die
dro superior de los formados por ambos 
planos, la misma gravedad se ::;uele en
cargar de situarla en su posición preci-

. Se pueden dar análogamente tres 
planos para determinar su punto de in
tersección, discutiendo los casos posibles. 

Fig. 2 

Conviene razonar el hecho de que tres pares de rectas no paralelas, copla
narias dos a dos, pero no las tres, concurren en un punto 

2. En la figura segunda se presenta un modelo en el que se ha mate
rializado primeramente el teorema de Desargues, en un ensayo de inicia
ción entre alumnos del curso preuniversitario. Los lados de los dos triángu
los homológicos T 1 y T 2 (no coplanarios), izquierda y centro de la figura 
respectivamente, vienen materializados por ternas de gomas de distinto 
e olor cada terna, por ejemplo, los tres lados del triángulo T 1 en azul y los 
del otro T 2 en rojo. El eje de homología es la alineación de tornillos de 
un listón de la base, y las tres rectas, concurrentes en el centro de homo
logía 03, que unen los pares de vértices homólogos, se materializan me-

6 Es de justicia agradecer al prestigioso maestro nacional, especializado en tra
bajos manuales, don Mariano Fernández, la eficaz ayuda prestada en la realización 
de estos modelos, en la que asimismo ban colaborado alumnos del Instituto. 

i 
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diante tres agujas de tricotar. La adición de un tercer triángulo T 3 (ama-
1-illo, a la derecha), homológicÓ de los anteriores con el mismo eje de ho
rnología, permite realizar el teorema de las tres homologías, comprobando. 
la alineación de sus centros 0.1 (de T 1 T 2 ), 0 1 (de T 2 T 3 ), Ü• (de T 1 T ,). 
Situando T , no coplanario con T 1 , ni con T:, el tercer centro de homolo
;gía 02 puede comprobarse visualmente colocando la vista en forma de que 
;se superpongan las imágenes de '1'1 y T 3 , con lo que aparecen entonces así
luismo superpuestas las imágenes de 0 1 y 0 3 ; se evita así un excesivo 
enjambre de varillas. 

Esta misma realización suministra un modelo de dos t etraedros homo-

16/{icos, los determinados por 03 T1 y por T 3 0 1 , cuyo plano doble de ho

Fig. 3.a 

mología es el de T 2 ; los lados T 2 y el 
eje de homología de T 1 T 2 T 3 son ahora 
las rectas del plano doble c:1 que se cor
tan los cuatro pares de .:aras homólogas; 
y el centro de homología de ambos te
traedros es el punto 0 2 , en que <!Oncu
rren los pares de vértices homólogos de 
T, y T 3 , así como la recta Üa 0¡, en vir
tud del teorema de las tres homologías. 
Al colocar la vista en dicho centro de 
homología se perciben ambos tetraedros 
como dos cuadrivértices coincidente~. 

3 . Pasando de los problemas de ca
rácter proyectivo a los de índole mé-

trica, la figura tercera muestra la realización de un modelo deformable de 
paralelepípedo, obtenido combinando varillas rígidas y gomas. El paraiele
pípedo comienza siendo recto y rectangular; pero por movimiento de las 

gomas primero, y de las varillas después, termina siendo oblicuo, de base 

paralelogr.ámica. En cada deformación, los alumnos ven palpablemente 

cómo se agrega por un lado un volumen igual al que se quita por otro, con· 

servándose en las sucesivas deformaciones (traslaciones de una cara en su 

plano) el volumen total del paralelepípedo y la ley que lo determina (base 

x altura) . La supresión de una arista (varilla) reduce el paralelepípedo a 
un prisma triangular de volumen mitad, volumen que se obtendrá, por tan

to, según la misma ley; la agregación de nuevas aristas paralelas, abrazadas 
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por las gomas básicas, permitirá generalizar dicha ley a prismas cuadran
gulares, pentagonales, etc., por adición de prismas triangulares sucesivos. 
Me parece interesante consignar aquí que un alumno, ante la figura del 
prisma triangular recién obtenido, enunció espontáneamente esta otra re
~la de obtención del volumen, desconocida para él : producto del área de 
una cara lateral por la mitad de la distancia a la arista opuesta. 

4. La figura cuarta representa la descomposición del prisma triangular 
en tres pirámides equivalentes, realizada mediante gomas. La movilidad 

F ig . 4.a Fig s.a 

del modelo permite variar sus posiciones para hacer más fácilmente per
ceptibles las pirámides parciales y su equivalencia. 

5. 'La figura quinta presenta un modelo de prismatoide realizado con 
•;ordel continuo, de modo que ninguna arista se recorre dos veces. Las ba
ses se sitúan en las caras inferior y superior de la caja, la sección media 
puede obtenerse mediante varillas o agujas apoyadas en los travesaños 
medios. La caja se completa entonces con la cara anterior (igual a la pos
terior), de quita y pon. Un punto interior a dicha sección media puede 
materializarse mediante la cabeza de una aguja de tricotar, completándose 
~maginativamente sin dificultad el razonamiento conducente a la deter

minación del volumen. 
6. La realización del prismatoide mediante cordel resulta más rápida 

9ue la realización mediante gomas, y lo mismo ocurre con todos aquellos 
poliedros que tengan considerable número de aristas. Ahora bien, no todos 
los poliedros pueden realizarse tendiendo un cordel continuo sucesivamente 

i 
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entre sus vértices, sii1 pasar dos veces por una misma arista; tal imposibili
dad ocurre con los prismas y pirámides corrientes. ¿Cuáles podrán cons

truirse así y cuáles no? Se trata de un problema topológico análogo al de 
los puentes de Konigsberg, que intriga a los muchachos, dando lugar a 

que discurran soluciones ingeniosas. Uno de mis alumnos, por ejemplo, 
intrigado por mi afirmación de la imposibilidad de construir pirámide~ de 

esta suerte, urdió la solución de añadir las diagonales de la base en una 

pirámide cuadrangular (con lo cual hizo concurrir en todos los vértices un 

Fig. 6.a Fig. 7.a 

número p ar de segmentos) . La réplica fue proponerle la solución con una 
sola diagonal. (Véase la figura 6.6

). 

7. Si se varía la disposición y frecuencia de los gauchos, pueden rea
lizarse incluso superficies regladas {figura 7 .a), curvas alabeadas como 
aristas de retroceso de superficies desarrollables {figura 8 ."'). 

8. La figura octava reproduce una variante de nuestro g.:oespacio, cou 
paredes de reja metálicas que permiten una mayor densidad de generatri
ces; la figura contiene las tangentes a una curva alabeada, la superficie 
desarrollable que forman y el triedro intrínseco en, un punto. H emos cons
truído, por último, un modelo móvil plegable , que ilustra transformaciones 
afines continuas. 

Como se ha dicho, las figuras citadas pueden realizarse en modelos 
construídos por los alumnos en cajas de embalar. La inscripción en ellas 
de poliedros detem1inados por condiciones métricas y de posición, podrá 
dar lugar a cálculos interesantes, con aplicación, incluso, de trigonometría 
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esférica, al objeto de determinar previamente la posición de los vértices 
o puntos donde colocar los ganchos. Finalmente, forrando con cartulina 
continua el suelo, el fondo y una cara lateral de la caja, podremos pro-

Fig . s.a 

yectar sombras de las figuras realizadas, iluminándolas mediante lámparas 
de bolsillo o mediante focos lejanos más potentes, materializando así pro
yecciones paralelas que permitan aclarar las construcciones características 
de la geometría descriptiva. 

















M.'\TERlAL DlD.k'flCO M.'\TEMkl'ICO EXTRAÍDO DE L:\ VIDA 2.71 

6. :Mantengamos fijo el punto e y abramos el paraguas conservando 
el eje vertical. La varilla a gira en un sentido, describiendo un ángulo 
igual al B. La varilla b gira en sentido contrario, describiendo otro igual 

6 
' : i) 

a ij e 
~ 1 

B 

() A 

al A. L uego, el ángulo exterior e· es igual a B + A. Y también 

A + B + e = e· + e = 1soo. 

T1·iedros y ángtt.los policd1·os 

7. Consideremos dos juegos de varillas a, b, articuladas consecuti
vas y los dos planos en que están situados. Estos dos planos formau un 
diedro. ¿Aumenta este diedro cuando se abre o cierra el paraguas? ¿ Dis
tninuye? La naturaleza capciosa de estas preguntas provoca a veces res-

S 

puestas erróneas, de las que se puede obtener provecho didáctico. La (."0-

rrección del error se sugiere de una manera natural, preguntando cuántos. 
de estos die.dros componen los 360° en torno al eje. Los alumnos se ven 
entonces obligados a reconocer la invariancia de estos diedros. ¿Qué es, 
¡Jor tanto, lo que aumenta o disminuye? Las secc·iones oblicuas de ese: 
diedro . 
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8. Observaci(m de los triedros {isósceles) formados por el eje y los 
:rares de varillas a (consecutivas o no). Idem con las b. 

1 9. ¿ E.n qué posición quedarán las ' 'arillas a. situadas en el mÍS!lfe> 
plano? ¿Cuál será entonces el valor de la suma de los ángulos formados 
por estas varillas (consecutivas o no)? ¿Qué modificación sufren estos án
gulos cuando se cierra el paraguas? Límite superier de la swrna de las 
cMas de un ángulo pol·iedro. 

10. Consideremos una tela extendida entre 3 varillas a.1 , a2 , a.3 , con
secutivas o no. Si se suprime la varilla intermedia a.2 , ¿se mantendrá ex
tendida la tela? P·ropieda.d de la cara a1 a3 de 1m tn'edro de ser in[e1·ior a 

_Simetrías, 1·otac-iones, homotec-ias 

11. Observación de las simetrías del paraguas abie:to. 

12. Observación del grupo cíclico de rotaciones, según el número de 
-sistemas articulados. 

13. Observación de la homotecia existente enh·e el sistema de pun
:t os de articulación C y los extremos libres D de las varillas a. 

A l.gzmos Problemas que se pueden p1·oJ>oner sob1·e l(L va1·iación 
.de magnit1tdes, Producida a.l abrirse el Pamgt,as por desplaza

miento de A 

Llamaremos x al deSJ>lazamiellto del pu11to A a partir de su posióón 
.corresp01idiente al paraguas cerrado. Supondremos, ademús, el ca:;o más 
.·simple : a = b·. 

14. Variación de los ángulos A y B eu función de x. 

15. Variación de la separación entre dos articulaciones consecutivas C 
.. (siendo n el número de sistemas art iculndos). 

16. Variación del ángulo de las caras del ángulo poliedro formado 
:por las varillas a. 

17. Variación del ángulo sólido S limitado por ese ángulo poliedro. 

18. Variación del úrea y del volumen de la bipirúmide definida por 
_:las varillas a y b. 

19. Máximo del volumen anterior. 
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· 20. Cálculo del desplazamiento x correspondiente a un polígono re
gular (formado por los extremos libres) de. perímetro dado. 

LA GEO~IETRÍ.\ DEI, :\TRII. 

Triángulos, ll·iedros, P"roblemas diversos 

El pie del atril tiene la mis:ua estructura geométrica que un paraguas 
( i~1·vertido) con tres pares de varillas articuladas. Se pueden obtener de él 
tas misma~ sitnaciones didúcticas expuestas en los párrafos anteriores 

A. 

tzi>la 
IJ' N'N 

Movimientos espaciales 

El deslizamiento de la varilla central a lo largo der·eje, permite impri
mir al atril movimientos de translación a lo largo de .:este eje, movimien

tos ele rotación en torno a él y movimientos helicoidales: 

Deformac-iones qtte ilustran las p·rop·ieda.des del arco caPaz 

El atril propiamente dicho, está constituído por dos rombos articulados, 
unidos por un lado. Este doble rombo proporciona varias situaciones di

dúcticas. Es un sistema articulado que hemos utilizado en alguna lección 2 

sobre los ángulos inscritos y el arco capaz, de tal modo que si se fija la 

rosici(m de dos lados. NB, N'B' (o bien i\'IA, M'A'), dejando un solo gra
do de libertad a la deformación, y se suponen confundidos MN y M'N', 

2 V. P. Pt;IG :\oo~~t : «El Material Didáctico matemático actunJ., pág. 132. 

18 
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los ángulos B'MB y A'NA son invariantes durante esta deformación. y el 

punto M (o el N) describe el arco capaz de B'MB (o A'NA} sobre BB' 
(o AA'}. 

Translación Plana 

Si fijamos el lado A'B', queda un sistema articulado con dos grados 
de libertad, que permite describir al punto A una figura cualquiera (en
tre c1ertos límites). Simultáneamente, el punto B describirá una figura 
igual, transformada de la anterior por la translación AB. 

Inversión 

Finalmente, consideremos el sistema articulado 1\<fOB, que enlaza los 
vértices M, B, . de . uno de los .rombos; sistema formado por dos varillas 
de longitud igual a la mi~ad de la diagonal del cuadrado obtenido por 

M 

.B 

N 

deformación del rombo. Si fijamos en el plano el punto O, el rombo NBAJvi 

posee dos grados de libertad que permiten describir al punto A una figu

ra plana cualquiera (entre ciertos límites), y la figura descrita por el vér

tice opuesto N es inversa a la descrita por el punto A, respecto al cen-

tro O, con potencía de inversión igual a --- MA2 (puesto que el pro-
2 

dueto OA . ON es la potencia de O respecto del círcplo de centro M y 
. 1 

radio !\fA y vale ?d02 
....:... ~1A ~ = -- 1'rf A z- MA z). 

2 







§ 5. LA MATE:MATICA EN EL JUGUETE 

llN:\ CLASIFIC:\CION DE I.OS JUGUETES 

Si la vida corriente suministra tantos modelos y situaciones aptas para lá 
enseñanza matemútica, es natural que busquemos, asimismo, modelos ma
temáticos en los juguetes que tan esencial papel desempeñan en la vida 
del niño, promoviendo su más espontánea actividad. Este acercam1ento 
entre matemática y juguete nos suministrará! sin duda, amplias sugeren
cias para alcanzar la meta ·ideal de nuestra enseñanza, que es la de con~ 
vertirla recíprocamente en un juego para el niño. 

Según el género de actividad que preponderantemente desarrollan, po
demos establecer varios géneros de juguetes, sin que ello signifique 'una 
~eparación tajante de actividades que, en general, aparecen superpuestas 
en un mismo juego; por ello hemos antepuesto el adverbio ccpreponderan
tementen. Distinguiremos, pues : 

1.0 Juguetes de ejercic·io físico: pelotas, balones, aros, triciclos, bici
detas, patines, patinetes ... 

2. 0 Juguetes de destreza: bolos, billar, p ing-pong; diávolo, tiro al 
blanco, arcos y flechas, bolavú, trompos, cometas, planeadores, etc ... . 

3.0 Juguetes de ritmo y sonido: trompetas, tambores, pianitos, guita 
rras, cítaras, xilófonos ... 

4." Juguetes de compeción inteligente (con o sin azar) : dominó, da
mas, asalto, ajedrer., mandarín, parchís, cha-cha-chá, juego de quince, de 
cinco en línea, ruletas, loterías ... 

s.• J ngnetes de creaci6n cO?ISlmcti<.:a: rompecabezas, mosaicos, meca
,nos, cajas de arquitectura, juegos de plastilina, imprentillas, carpinterías ... 

6.0 Juguetes de obse-r'i.·aci6n contempiativa: {estáticos): caballos de car
tón, muñecas, muebles, cocina:>, barcos, soldaditos, circo ... ; (dinámicos) : 
trenes, coches y demás autómatas con cuerda, balanzas y pesas ... 
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transfiero asimismo a sus números, el vínculo de hermanos en color (so
bre cinco colores). En aritmética, les digo, se llaman números congrue1;

tes respecl.o al módulo S. 

«¿ Qué son, pues, números congruentes respecto al módulo 5? H X o 
les cuesta explicitarlo y escribirlo en el encerado : Son los que dividido:; 
por cinco dan el mismo resto. Les indico el uso del signo =. 

Reparto cuartillas y ordeno que cada cual escriba números congruen
tes con el suyo (respecto al módulo 5) mayores que 50. El número 2 sólo 

.. 

me escribe los terminados en 2 : 52, 62, 72 .. . ; le pregunto si no sabe 

otros que no terminen en 2. Añade entonces 57, 67, etc. Todos aciertan. 

Más difícil les resulta escribir números congruentes con uno dado 

02, 28, 64) y mayores que otro número dado (85, por ejemplo). Parece 

como si al despersonalizar el punto de partida perdiera la cuestión un 

punto de referencia intuitivo conYeniente. Lo que persigo, con todo esto, 

es, naturalmente, que apliquen directamente el criterio del resto, sin ir 
o • 

ag r.egando cinco unidades sucesivamente. (Este salto resultó part~cular-. 

mente difícil en alumnos menos adelantados, véase obse~vación final. ), 

, Pero después de recorrer tres veces el grupo (limitándome. a dar!, mi . 

conformidad o disconformidad con las. soluciones) conseguí que m·e escr.i.., 
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se reproducirán periódicamente y no habrá necesidad de cambiar el sen
tido del movimiento. Pero sería incómoda la manipulación del punzón gi
rando alrededor del ci lindro; la mano pide un movimiento rectilíneo có
modo. Solución: transformar este movimiento en mo,·imiento circular 
medjante una cremallera cuyos dientes engranen con diez dientes de la 
rueda (un diente por cada unidad). Cuando la suma excE'da de 9, las ci
fras O, 1, 2, 3, ... reaparecen, y la decena se transporta al cilindro inme
diato mediante cualquier dispositivo saliente de la rueda mó\'il que impul
se a cada vuelta un solo diente de la rueda siguiente. 

Las indicaciones anteriores sobre los modelos cxpuestús son suficientes 
para hacer comprender a los alumnos la mecanización de la adición deci
mal. Los perfeccionamientos de estas ideas que conducen a las máquinas 

de teclas, a la~ cajas registraclors de los almacenes, cte., son más fáci
les de concebir, pues aiiaden la automatización de un desplazamiento o de 
un giro proporcional a la cifra inscrita en la tecla pulsada. 

Máquinas PaTa multiplicaT y dividiT.-Con las máquinas para sumar, la 
multiplicación puede efectuarse mediante adiciones repetidas. Pero en lu
gar de repetir los desplazamientos aditivos se pueden disponer r uedas mo-

i 
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t rices cuyo número de clientes pueda variarse a voluntad de O a 9, y que 
engranen directamente con los cilindros registradores. Así, :>1 hacemos sa-

lir 5 dientes de la rueda motriz, siete vueltas completas de la misma ha
rftn el mismo efecto que siete desplazamientos consecutiYos, con lo que 

). 
S 

se registrará el producto 5 . 7. Varios cilindros registradores con sus rue
das correspondientes permitirán así ir sumando consigo mismo un número 

de varias cifras, tantas veces como Yueltas se dé al bloque ele ruedas mo
trices donde se halla inscrito. La multiplicación por un número de varias 
cifras se obtendrá realizando los productos parciales y adicionándoles pro
€"resivamente después de desplazar el grupo de cilindros registradores de 

/ 





~ 12. I~ICIACIO~ AL ALGEBRA DE COXJL:XTOS 

P resento a los alumnos (5.0 a 6." curso) el tablero que reproduce la fi 
g ura, donde figuran trozos de celuloide coloreado sobre cuadrados blancos 
de un decím etro, y les propongo las sigui entes cuest iones : 

Antonio y Lui5 tienen sendas colecciones de sellos, y convienen en re
unirlas para formar una sola. Representaremos con el cuadrado de un de-

címetro la colección ele todos los sellos exi~tentes en el mundo; por A , la 
colección de Antonio; por L, la de Luis. I ndicad las porciones represen

tativas de : 1.0 El conjunto (A') de los sello~ que no t iene Antonio. 2.0 E l 
conjunto de los sellos que no t iene Luis (L') . 3.0 La colección que resulta 
de la reunión ele ambas (designada por A + L) . 4.0 La colección de sellos 
rcretido,; (designada A . L) . 5." E l conjunto ele los sellos que no tienen 



































§ 16. HACES DE ELIPSES E HIPERBOLAS HOMOFOCALES 

Estaba presentando en forma amena, a los niños de primer curso, el 
concepto de mediatriz como lugar geométrico de puntos equidistantes de 
dos fi jos, haciendo sostener a dos niños, A y B, los extremos de un largo 
cordel en el que había señalado con un nndo el punto medio, mientras 
nn tercero, a ojos cerrados, describía dicha mediatriz manteniendo tensas 
las dos mitades, de las que iba quitando simultáneamente la misma canti
dad de hilo, según indican las figuras adjuntas. 

uDe esta manera, les decía, basta un ciego puede trazar rectas perpen
diculares en su jardín. ¿Qué camino sigue el alumno a ciegas? ¿ Por qué? ... » 

La actividad se desenvolvía simultánea al interrogatorio analítico, condu
cente a la conclusión de la naturaleza y propiedad del lugar. 

Pero, hallándose presentes, en el patio donde operábamos, alumnos de 
cuarto curso (que ya tenían noción de la elipse y de la hipérbola) pensé 
de pronto que también podía hacerles participar en el dinamismo plantea
do variando la situación inicial. Deshice el nudo medio, y al hacerles re-
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petir la experiencia partiendo de un punto visiblemente no eqt1idistante 

de los extremos A y U, se Yió asimi sn10 que ya no era recto el lugar. 
«¿Qué curva estamos describiendo ahora?)) No se conservaba ya la equi

distancia; pero algo se conservaba todavía. «¿Qué era?)) ~o les fué di
fíci l darse cuenta de que al ir quitando lo mismo de los dos ramales, per

manecía inyariante la diferencia de longitud entre ellos y, por tanto, que 
la curva descrita era la hipérbola. 

Surgió así un nuevo modo de trazar hipérbolas en el jardín y en el 
encerado, parangonable al método clásico del jardinero para la elipse. 

l 

{ 
•• j 

·_0-, . ·-· . -~- - J 
puesto que no exige más que el manejo exclusivo del hilo o cuerda, tra

zado que no he visto, por cierto, en ninguno de los libros ele geometría 

que conozco . 

Pero no terminó aquí el análisis del movimiento obtenido. La compa

ración de los dos mo\'imientos respectivamente generadores de la elipse 

y de la hipérbola nos sugirió las propiedades de las tangentes y su orto

gonalidad . 

i 
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del operador que lo manipula. El cordel se cierra sobre sí mismo y se arro
lla a una bobina después de pasar por los orificios A y B practicados en 
dos plaquitas de manera que son las que sostienen los alumnos, de modo 
<!Ue dichos oritlcios marcan los focos de los dos haces de cónicas. Si los 

alumnos presionan con el dedo los· orificios, inmovilizan la circulación 
del cordel y el operador p uede trazar la hipérbola arrollando y desarro
llando el hilo en la bobina. Por el contrario, manteniendo sujeta la bo
bina para impedir su giro y dejando libres los orificios de las plaquitas 
el hilo se deslizará por ellos al moverse el operador, el cual, manteniendo 

srempre tenso el hilo, describirá la elipse ortogonal a la anterior en el 
mismo punto de partida. De esta suerte el operador, con la simple orden 
de presionar o dejar libres los orificios, puede describir a voluntad las có
nicas ortogonales de ambos haces hasta el límite que permite la longitud 
del cordel. 









i 
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irregular. Ya no mueven las carpetas ". HPor un punto, ¿cuántos planos 
rodéis trazar que sean paralelos al mío ?n 

11. u¿ Podéis t razar un p lano paralelo a estos dos que se cortan ?n N e
gativa espontánea . <<Colocados dos planos paralelos, ¿ podéis trazar un plano 
que corte a uno de ellos sin cortar al otro ?n Nueva negativa. E nunciado 
de la propiedad . 

12. HColocad Yuestras rectas paralelas a mi plano. >> Si hago uso de 
una carpeta, se manifiesta general tendencia a colocar las agujas paralelas 

a los bordes de la carpeta, lo que implica el reconocimiento in LULtivo de 
la propiedad de ser una recta, exterior a un plano, paralela a él con sólo 
serlo a una sola de sus rectas. Otras veces ha habido alg ún alumno que 
ha elegido la dirección de las horizontales del plano, especialmente si, para 

neutralizar la sugestión de los bordes, hago uso del cartón de borde irre
gular. En el primer caso. al gi rar mi plano (carpeta) suelen girar los 
alum nos sus recta". H ¿Es que mi plano ha variado al g irar? ¿Cuántas 
paralelas pueden trazarse a un plano por un punto ?n Reconocen la exis-

2 En experiencias anteriores, al empezar pidi('ndo que colo-:-aran tre$ carpetas 
en forma de que sus pianos fue ran pararelos entre sí, empezaban la mayoría colo
cando las tres carpeta~ sobre el plano de la mesa con los bordes paralelos. La discr i
minación entre paral.!lismo y coincidencia, entre p!ano y porción de plano , y entre 
paralelismo de planos y de bordes, eran pasos que había que dar par tiendo de ja 
misma situación. Por ello nos ha parecido preferib~e en experiencias po;.teriores se
parar las dificultades con si tuaciones adecuadas. 



POSICIO:\ES DE RECT.\S Y DE Pf..\1'\0S 387 

tencia de infinidad de paralelas. «<ndicar rectas y planos paralelos en la 
habitación. n 

13. Les indico que coloquen dentro de cada carpeta una aguja a lo 
largo del doblez, de modo que cada carpeta pueda g irar como una bandera 
alrededor de la aguja. <<Colocad vuestra a&uja cruzada con la mía y el 
plano que pasa por ella paralelo a mi aguja. ¿Cuántos planos pueden tra-

zarse por una recta paralelos a otra? Y si colocáis vuestra aguja paralela 
a la mía, ¿cuántos planos pasarán por ella paralelos a mi aguja? ¿Cuántos 
planos paralelos a una recta dada pueden trazarse por un punto exterior 
a ella?» 

14. << ¿Podéis trazar por una recta cualquiera un plano horizontal? 
¿Qué tiene que ser la recta? ¿Podéis trazar por una recta cualquiera un 
plano paralelo a mi plano? ¿ Qué tiene que ser vuestra recta con respecto 
a mi plano ? » 

PERPENDICULARIDAD 

15. «Colocad vuestras rectas perpendiculares a mi plano. ¿Cuántas 
de ellas se pueden trazar por un punto? Distancia ele este punto al plano. 
¿Cómo se mediría?» 

i 














































































































































































