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Introduccion

El Ministerio de Educacion y Ciencia ha modificado las opciones del Curso
de Orientacién Universitaria mediante la Orden de 3 de septiembre de 1987
(B. O. E. del dia 14), y ha incorporado las ensefianzas de las Matemdticas II.
El programa y orientaciones pedagdgicas para estas ensefianzas se establece
por Resolucion de 20 de enero de 1988 (B. O. E. del dia 29) de las
Direcciones Generales de Ensefianza Superior y Renovacién Pedagdgica.

Por tratarse de unas ensefianzas para alumnos que desean estudiar carreras
universitarias de Ciencias Sociales y Humanistico-Lingiifsticas, en las que
necesitan unos conocimientos iniciales de Matemdticas aplicadas, se ha
realizado este documento con informacion complementaria que se estima
puede ser itil para aquellos profesores que impartan dicha materia a partir
del curso 1988-89.
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21337  ORDENde3 deseptlembre de 1987 por la que se modifican las Ordenes de 22 de
B.O.E ) marzo de 1975y de 11 de septiembre de 1976, en los apartados relativos al Curso
( 14988 / de Orientacién Universitaria,

El Curso de Orientacién Universitaria constituye la via de acceso normal de los alumnos
a los estudios superiores y tiene, por ello, como objetivos especificos la profundizacién de
su formacion en las ciencias béasicas Yy su orientacién para una mds adecuada eleccién de
carreras y profesiones.

Este caracter orientador ha venido exigiendo continuas modificaciones en la estructura
y contenidos del plan de estudios desde su primera regulacién, hecha en la Orden de 13 de
julio de 1971 («Boletin Oficial del Estado» del dia 20), estando actualmente en vigor el plan
aprobado por la Orden de 22 de marzo de 1975 («Boletin Oficial del Estado» del dia 18 de
abril), modificada, a su vez, porlade 11 de septiembre de 1976 («Boletin Oficial del Estado»
del dia 22) y por la de 13 de julio de 1978 («Boletin Oficial del Estado» del dia 31).

La Ley 30/1974, de 24 de julio («Boletin Oficial del Estado» del dia 16), estableci6 las
pruebas de aptitud para el acceso a las Facultades, Escuelas Técnicas Superiores, Colegios
Universitarios y Escuelas Universitarias, determinando que las mismas deberfan versar
sobre las materias comunes y optativas del plan de estudios del Curso de Orientacién
Universitaria.

La experiencia de los afios que el actual plan de estudios lleva implantado ha demostrado
que las dos tnicas opciones existentes constituyen un marco demasiado estrecho, incapaz
de ofrecer a los alumnos un abanico de posibilidades de elecci6n de materias ajustado a los
variados tipos de estudios que ofrece la Universidad, con escasa progresion en relacién a las
opciones tomadas ya en el tercer curso de Bachillerato. Resulta, por ello, conveniente
modificar las actuales opciones, de manera que, sin alterar sustancialmente el conjunto de
materias que integran el plan de estudios, pueda establecerse un mejor acoplamiento de las
pruebas deacceso ala Universidad con los estudios ulteriores que cada alumno desee seguir.

Por todo ello, en virtud de las atribuciones conferidas en el articulo 34 delaLey 14/1970,
de4 de agosto, General de Educacién y Financiacién de la Reforma Educativa y en el Decreto
1485/1971, de 1 de julio,

Este Ministerio, previo informe del Consejo Escolar del Estado, ha dispuesto:

Primero.—Quedan sin efecto, a partir del curso 1988-89, los apartados 12y 13dela Orden
de 22 de marzo de 1975 y el apartado 5.° de la Orden de 11 de septiembre de 1976.
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Segundo.—Dichos apartados seran sustituidos por los siguientes:

Uno. El contenido del curso comprendera un niicleo de materias comunes y cuatro
opciones. Incluird, asimismo, seminarios y actividades con la finalidad de contribuir a la
formacién y orientacién académica y profesional de los alumnos.

A las ensefianzas de las materias comunes y optativas se destinaré el siguiente horario:

1. MATERIAS COMUNES

«Lengua espafiola»: Tres horas semanales.
«Lengua extranjera»: Tres horas semanales.
«Filosofia» (Historia de la Filosofia): Cuatro horas semanales.

2. MATERIAS OPTATIVAS
Opcién A (Cientifico-tecnoldgica)
a) Materias obligatorias:
«Matematicas I»: Cuatro horas semanales.
«Fisica»: Cuatro horas semanales.
b) Materias optativas:

«Quimica»: Cuatro horas semanales.
«Biologfa»: Cuatro horas semanales.
«Geologfa»: Cuatro horas semanales.
«Dibujo Técnico»: Cuatro horas semanales.

Opcién B (Biosanitaria)

a) Materias comunes:

«Quimica»: Cuatro horas semanales.
«Biologia»: Cuatro horas semanales.

b) Materias optativas:

«Matematicas I»: Cuatro horas semanales.
«Fisica»: Cuatro horas semanales.
«Geologfa»: Cuatro horas semanales.
«Dibujo Técnico»: Cuatro horas semanales.

Opcién C (Ciencias Sociales)
a) Materias obligatorias:

«Matematicas II»: Cuatro horas semanales.
«Historia del Mundo Contemporaneo»: Cuatro horas semanales.

b) Materias optativas:

«Literatura»: Cuatro horas semanales.
«Latin»: Cuatro horas semanales.
«Griego»: Cuatro horas semanales.

‘ «Historia del Arte»: Cuatro horas semanales.

Opcién D (Humanistica-Lingiiistica)
' a) Materias obligatorias:

«Literatura»: Cuatro horas semanales.
«Historia del Mundo Contemporéneo»: Cuatro horas semanales.

b) Materias optativas:

«Latin»: Cuatro horas semanales.

«Griego»: Cuatro horas semanales.

«Historia del Arte»: Cuatro horas semanales.
«Matematicas II»: Cuatro horas semanales.
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3. MATERIA VOLUNTARIA
Segundo idioma extranjero: tres horas semanales.

Tendran, asimismo, caracter voluntario paralosalumnos, las actividades deportivasalas
que, en su caso, se destinaran, al menos, dos horas semanales.

Los horarios sefialados comprenden tanto las ensefianzas te6ricas como las actividades
correspondientes.

Dos. Los Centros que impartan el Curso de Orientacién Universitaria quedan obligados
a ofrecer ensefianzas de todas las materias optativas que se relacionan en el punto 1 de este
apartado.

Cada alumno elegird una de las cuatro opciones. Cada opcion estara constituida por dos
materias obligatorias, que habran de cursar necesariamente todos los alumnos que hayan
efectuado dicha opcién, y cuatro optativas entre las que deberén elegir dos.

Tercero.—Las Matematicas II, correspondientes a las opciones C y D, tendrédn unos
contenidos y orientaciones especificos, adecuados a la naturaleza de dicha opcién, y se
estableceran por las Direcciones Generales de Renovacién Pedagégica y de Ensefianza
Superior antes del comienzo del curso 1988-89. Las Mateméticas I, correspondientes a las
opciones A y B, tendran los mismos contenidos y orientaciones especificas que los actual-
mente vigentes en el plan de estudios de COU.

Cuarto.—Las Comunidades Auténomas que, en su caso, hayan sido autorizadas a incluir
en el plan de estudios de este curso ensefianzas de la Lengua y Literatura propia, podran
incorporarlas aplicando los mismos criterios utilizados anteriormente.

Quinto.—Salvo los dos apartados dejados sin efecto en el apartado 1.°, mantiene toda su
vigencia la Orden de 22 de marzo de 1975 antes referida, asi como las disposiciones que la
complementan o desarrollan.

Sexto.—Quedan autorizadas las Direcciones Generales de Renovacién Pedagégica y de
Ensefianza Superior para desarrollar la presente Orden.

Madrid, 3 de septiembre de 1987.

MARAVALL HERRERO

Ilmos. Sres. Directores Generales de Renovacién Pedagégica y de Ensefianza Superior.
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2267 RESOLUCION de 20 de enero de 1988, de las Direcciones Generales de Ensefian-

za Superior y de Renovacién Pedagégica, por 1a que se aprueba el programa y

(B. O. E) orientaciones pedagégicas de las «Matemdticas II» del Curso de Orientacién
29-1-88 Universitaria.

La Orden de 3 de septiembre de 1987 («Boletin Oficial del Estado» del dia 14) ha
modificado la estructura del plan de estudios del Curso de Orientacién Universitaria que
habia sido fijada por la Ordenes de 22 de marzo de 1975 y de 11 de septiembre de 1976,
distribuyendo en cuatro opciones las materias de las dos anteriormente existentes e incor-
porando a las opciones C y D las ensefianzas de «Matematicas II», cuyo programa debera
responder a la naturaleza especifica de estas opciones.

Dicha Orden, en la disposicién tercera, encomienda a las Direcciones Generales de
Ensefianza Superior y de Renovacién Pedagégica el establecimiento de los contenidos y
orientaciones pedagégicas de esta materia antes del comienzo del curso 1988 - 1989.

A tal fin, y en virtud de las atribuciones que tienen conferidas, las Direcciones Generales
de Enseflanza Superior y de Renovacién Pedagégica han resuelto:

Primero.—Aprobar el programa y orientaciones pedag6gicas de las ensefianzas de «Ma-
teméticas II» del Curso de Orientacién Universitaria, que figuran en el anexo de esta Orden.

Segundo.—Dicho programa, que tendra vigencia a partir del afio académico 1988-89,
deberd impartirse en las opciones C y D del plan de estudios del Curso de Orientacién
Universitaria configurado en el punto uno de la disposicién segunda de la citada Orden de
3 de septiembre de 1987.

Lo que se comunicaa VV. IL

Madrid, 20 de enero de 1988.—EI Director General de Ensefianza Superior, Francisco de
Asis de Blas Aritio; el Director General de Renovacién Pedagdgica, Alvaro Marchesi
Ullastres.

Ilmos. Sres. Subdirectores Generales de Centros y Profesorado y de Ordenacién Académi'éé
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ANEXO

Opciones Cy D
«MATEMATICAS II»
1. Introduccion

La finalidad de este programa es proporcionar a los alumnos, de una manera eminente-
mente practica, algunas herramientas sencillas del bagaje matematico que constituyen una
ayuda muy eficaz para el trabajo en Ciencias Humanas y Sociales.

Se insistira en el sentido y aplicaciones de los enunciados y no en la demostracién y
desarrollo matematico de los mismos.

Parece conveniente utilizar la Historia de las Matemiticas como fuente de problemas y
situaciones motivadoras, asi como, en algunos casos, para presentar al alumno una visién
dinamica de los conceptos y del lenguaje matematico.

En aquellos casos en que sean necesarios calculos muy laboriosos para dar un significado
no trivial al ejercicio, se recomienda utilizar calculadoras de bolsillo o programas de
ordenador.

El Profesor debera tener presente que este programa esta dirigido a alumnos que no ne-
cesariamente han cursado las Matematicas del tercer curso de Bachillerato. El nivel de
referencia serd, por lo tanto, el de los dos primeros cursos, donde la asignatura es obligatoria.

2. Contenidos y orientaciones pedagogicas
2.1 Elementos de édlgebra lineal.

Sistemas lineales:

Planteamiento de problemas lineales.

Método de Gauss.

Interpretacién de las soluciones.

Significado geométrico de los sistemas lineales.

Célculo matricial:
Matrices.
Determinantes.

Programacién lineal:

Iniciacién a la programacion lineal.

Planteamiento de problemas sencillos de programacién lineal. Resolucién por métodos
gréficos.

Se debe aprovechar el conocimiento que tienen los alumnos de las técnicas de resolucién
de sistemas sencillos, para aplicarlas a casos méas complejos, previa reflexion sobre cual es
la mas conveniente para el problema concreto.

Esto puede ser el punto de partida para el manejo del método de Gauss como procedi-
miento general de resolucién de sistemas lineales. En la practica, dichos sistemas seran de
cuatro incognitas como maximo.

Debe insistirse en problemas de planteamiento sacados de diversos ambitos y, en
particular, de las dreas de mayor interés para los alumnos, procurando que los distintos tipos
de sistemas que pueden plantearse (determinados, indeterminados e incompatibles), ad-
quieran todo su significado al ser interpretados en un contexto.

El planteamiento o interpretacién de sistemas sencillos en términos geométricos (posicio-
nes de rectas y planos en el espacio) no debe dar lugar a un estudio especial de la Geometria
Analitica. Si es necesario, el enunciado de los problemas de este tipo puede incluir una breve
explicacién de los términos novedosos.
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El alumno debe familiarizarse con la lectura y descripcién de matrices utilizando el
vocabulario adecuado: fila, elemento, diagonal, matriz triangular. Puede confeccionar
matrices asociadas a diferentes contextos: matriz de un grafo, matriz como tabla de doble
entrada, de un poligono, etc.

Las técnicas operatorias entre matrices pueden justificarse sobre la base del significado
que adquieren en los contextos anteriores. Un ejemplo especialmente relevante es el de
las matrices asociadas a transformaciones geométricas planas, que operan a través del
producto.

El estudio de los determinantes ha de reducirse a los de segundo y tercer orden, encami-
nado al cdlculo de la inversa de una matriz cuadrada.

El Profesor debe valorar los conocimientos de sus alumnos en aquellos conceptos previos
necesarios al estudio de la programacién lineal, como el planteamiento y la resolucién
gréfica de inecuaciones con una o dos incégnitas, y proceder, si es necesario, a un repaso de
los mismos.

La justificacion de d6nde se encuentran las soluciones de un problema de programacién
lineal puede lograrse con ejemplos concretos y apoyandose en el significado geométrico de
la funcién «objetivo».

Tiempo estimado: Ocho semanas.

2.2 Anadlisis descriptivo de funciones y graficas.

Funciones y gréficas:

Significado préctico de las funciones como descripcién de fenémenos. Ejemplo de las
funciones mas sencillas y su representacion.

Interpretacién de gréficas.

Idea intuitiva de continuidad.

La derivada:

Derivadas. Significados de la derivada.

Manejo practico de las reglas de derivacién en casos sencillos.

Aplicaciones al estudio de la variacién de una funcién y a su representacién gréfica.
Problemas de méximos y minimos.

Interpolacién:

Idea y significado de la interpolacién polinémica.
Interpolaci6n lineal y cuadratica.

La integral:

La integral. Integrales inmediatas.

La integral definida. Significado geométrico: drea bajo una curva. Aplicaciones al cilculo
de éreas.

Para describir una gréfica se deben manejar con correccién términos como crecimiento,
minimo, discontinuidad, asintota, concavidad. No es imprescindible formalizar el concepto
de limite ni utilizar una notacién rigurosa para definir el vocabulario bésico.

Para representar una funcién el alumno utilizara todos los recursos a su alcance: cilculo
de puntos, relacién con otras funciones conocidas, uso de la calculadora para determinar la
tendencia, reflexién sobre la férmula de la funcién, etc. Cuando sea necesario para el
propésito del problema, puede acudirse a la funcién derivada y determinar con exactitud los
extremos de la grafica.

El alumno debe asociar ciertas formas de gréficas con la férmula correspondiente. En
particular es interesante identificar comportamientos lineales, exponenciales y periédicos.
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Se procurara representar sobre un mismo sistema coordenado una familia de funciones,
con el fin de que el alumno valore la incidencia que tienen en la forma de la grafica los
parametros que intervienen en la expresién matematica de la misma.

Aungque los alumnos han estudiado en el segundo curso del Bachillerato el concepto y
clculo de derivadas, parece conveniente revisar la nocién de derivada de una funcién en un

punto a partir de la tasa de variacién media y usando la calculadora. Para ello no es impres-
cindible la formalizacién del concepto de limite ni el calculo sistemético de limites. El manejo
préctico de derivadas puede llegar hasta la regla de la cadena en casos sencillos.

La técnica més elemental de interpolacién, la mera sustitucién de valores en la férmula
general del polinomio, establece un puente entre esta parte del programa y la de dlgebra. En
cada caso concreto, y en problemas que respondan a datos de la vida real, se podra enjuiciar
el valor practico de la interpolacion y extrapolacién que proporciona la funcién hallada.

Excede el propésito de este curso demostrar la relacién entre funcién primitiva e integral
definida. Basta con que el alumno maneje la regla de Barrow para el célculo de éreas.

Tiempo estimado: Nueve semanas.

2.3 Elementos de probabilidad y estadistica.

Estadistica:

Terminologia: Poblacién, muestra, individuo, variable...

El porqué de las muestras. Cémo debe ser una muestra.

Manejo de tablas. Significado.

Gréficas estadisticas.

Pardmetros estadisticos. Significado y calculo: Media y desviaci6n tipica, varianza.
Mediana, cuartiles y centiles.

Distribuciones bidimensionales:

Correlacion. Significado. Calculo del coeficiente de correlacién e interpretacion.
Regresion lineal.

Probabilidad:

Azar y probabilidad. Leyes de la probabilidad. Asignacién de probabilidades: probabi-
lidad «a priori» y «a posteriori».

Experiencias compuestas. Probabilidad condicionada.

Célculo de probabilidades sencillas.

Distribuciones de probabilidades discretas:
{Qué es una distribucion de probabilidad?
Pardmetros 1L y ¢ en una distribucién de probabilidad.
Algunos ejemplos sencillos de probabilidad discreta.

Somera descripci6n de la distribucién binomial. Aplicaciones.
Férmulas para la obtencién de py o.

Distribuciones de probabilidad continuas:

Peculiaridades de las distribuciones de variable continua. !

Ley de distribucién normal. Descripcién. Célculo de probabilidades de distribuciones
normales con el uso de tablas.

La binomial como aproximacién a la normal.

Test de normalidad.

La finalidad de esta parte del curso es proporcionar a los alumnos algunas nociones de
estadistica aplicada a las Ciencias Sociales y Humanas.

Se debe pretender que el aparato conceptual indispensable para este objetivo se presente
en todo momento firmemente apoyado en la intuicién y apoyado en aplicaciones practicas.
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La aproximaci6n a las tareas rutinarias de los célculos estadisticos mediante el uso
adecuado de la calculadora y el ordenador, facilitaré las aplicaciones reales de la estadistica.

A partir del estudio de nubes de puntos se puede llegar al concepto de relacién estadistica
y su diferencia con la relacién funcional. No es necesario formalizar el concepto ni el calculo
de recta de regresion.

El célculo de frecuencias relativas y las observaciones referentes a su estabilidad deben
ser el cauce para la noci6n de probabilidad.

Es importante hacer resaltar la diferencia entre la probabilidad que se asigna, y que
dependera de los elementos de juicio que se posean «a priori», y la probabilidad «a
posteriori» obtenida experimentalmente.

La asignacién de probabilidades debe realizarse mediante la experimentacion o aplican-
do la regla de Laplace. El Profesor valorara la necesidad de repasar las técnicas de recuento,
la combinatoria en particular, estudiadas en el primer curso.

Tiempo estimado: Nueve semanas.
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Elementos de Algebra lineal

Sistemas lineales (Tiempo estimado: tres semanas )

El objetivo de este apartado es, por una parte, consolidar la capacidad de los estudiantes para
traducir un problema desde un enunciado verbal o gréfico al lenguaje algebraico, y por otra, que
adquieran un algoritmo cémodo para la solucién de sistemas de ecuaciones: el método de Gauss.

Cabe insistir en la importancia de retomar los problemas «de enunciado», ya quie suponen un buen
ejercicio para desarrollar capacidades generales y capacidades matematicas del alumno: lectura com-
prensiva, andlisis de una situacion, eleccién de las variables significativas, codificar en lenguaje
matematico, dar sentido a las operaciones elementales y al concepto de eciacién. Si, ademas, el texto
del problema es relevante para alguna otra materia de los actuales o futuros estudio$ de los alumnos,
se reforzara en ellos la idea de que las Matemadticas son un instrumento util para acercarse a otros
conocimientos. En estos casos, la solucién del problema puede interpretarse en su contexto especifico,
con lo que se completa el proceso realidad-matematizacién-realidad.

Una fuente interesante de enunciados de problemas lineales los proporciona la Economia: desde
simples problemas de mezclas y aleaciones, hasta otros que requieren algiin concepto sencillo previo,
como los relativos a las leyes de oferta y demanda. Un problema de este tipo con soluci6n indetermi-
nada significaria la falta de suficientes datos como para tomar una decisién mejr que otras. La
ausencia de solucién matematica puede ser debida a la imposibilidad real del problema, a que estd mal
planteado o que los datos son incorrectos. Incluso pueden analizarse las soluciones tinicas, pues si
son niimeros que no convienen a las magnitudes que representan (p. ej. mimeros negativos o
fraccionarios en algunos casos), son soluciones matematicas del sistema, pero no del problema real.

Otro recurso muy interesante es la utilizacién de la Historia de las Matematicas, tanto para situar
en el tiempo la génesis de los conocimientos algebraicos como para surtirse de problemas célebres con
enunciado utilitario e incluso poético. El simple anélisis etimolégico de «Algebra Lineal» (del 4rabe
«Al-geber Valmukabala»), que sintetiza las reglas elementales para manejar una ecuacién, es un buen
pretexto para conocer algunos aspectos de la matematica rabe, asequibles a los alumnos, y que no son
ajenos a nuestra propia cultura, estrechamente vinculada durante una época a la musulmana.

Puede hacerse una interpretacion geométrica de sistemas sencillos con dos o tres incégnitas, sin
necesidad de estudiar exhaustivamente la Geometria Analitica. Basta con que el alumno indentifique,
y haya adquirido razonadamente, la forma de las ecuaciones implicitas del plano. Los alumnos
conocen la ecuacién de la recta en el plano y estan familiarizados con problemas de interseccion de
rectas. Utilizando coordenadas en el espacio, pueden obtener con facilidad las ecuaciones de planos
sencillos:

OXY, OXZ, OYZ y sus paralelos

escribiendo sin més las condiciones que han de cumplir las coordenadas de sus puntos. También
pueden interpretar en el espacio el significado de ecuaciones del tipo
y = ax, y = bz, etc.

! Ver lo indicado en Programacién lineal.
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El paso siguiente podria ser analizar algiin caso mas complejo, como x + y + z =k, estudiar los cortes
de esta figura con los planos coordenados y otros conocidos, buscar puntos, etc. Complicando paula-
tinamente los coeficientes de las incégnitas se puede llegar al objetivo deseado: la asociacién de la
ecuacion

ax+by+cz=k

ala de un plano en el espacio. A partir de aqui, y con un apoyo firme en la intuicién visual tridimen-
sional ejemplificada con los elementos que se tengan a mano (las paredes y aristas del aula, las
posiciones de la puerta girando sobre sus goznes, varillas que representen rectas y cartulinas que
representen planos), pueden interpretarse las soluciones de sistemas de tres incégnitas y, a lo sumo,
tres ecuaciones, como un punto del espacio, una recta, un plano o el vacio, deduciendo asi la posicién
relativa de los planos de partida.

Parece conveniente destacar, de entre los métodos estindar de resolucion de sistemas, el de Gauss,
y ello por dos motivos: requiere pocos conocimientos matematicos previos, y es el idoneo para disefiar
un programa de ordenador que lo desarrolle. En efecto, para triangulizar un sistema sélo son
necesarias las operaciones que el alumno ya conoce desde 1.° de BUP, y la tinica novedad consiste en
automatizarlas para llegar ripidamente a la configuracién deseada. Puede introducirse ya la notacién
matricial como forma abreviada de escribir y manipular el sistema. Cuando se disponga de ordena-
dores en el centro, los alumnos o el profesor pueden confeccionar programas de aplicacién del método
de Gauss.

No obstante, no se deben abandonar los métodos tradicionales de solucién para casos sencillos,
pues resultan més rapidos que el de Gauss, y a veces suponen para el alumno un trabajo interesante
de reflexién acerca de cudl es el mas adecuado al caso.

Un aspecto a consolidar en este curso, y del que ya se ha hecho mencién més arriba, es la interpre-
tacién del tipo de soluciones del sistema, especialmente en el caso de indeterminacién o de incompa-
tibilidad, pues en cursos anteriores se reduce a la interpretacion geométrica de la coincidencia de rectas
o al paralelismo.

A efectos précticos bastara trabajar con sistemas 3 x 3 como madximo, aunque como ejercicio o
usando ordenadores pueda aumentarse eventualmente el niimero de ecuaciones o de incégnitas.

Calculo matricial (Tiempo estimado: una semana y media)

Se pretende que el alumno se familiarice con la notacién matricial y con las operaciones mas sen-
cillas entre matrices, que conozca alguna aplicacién de estas técnicas a temas de interés en otros
campos, y se inicie en el cdlculo de determinantes como herramienta que necesitara probablemente en
sus estudios futuros.

La notacién matricial y el vocabulario bésico asociado (fila, columna, diagonal, matriz triangu-
lar, etc.) pueden aparecer durante el estudio del método de Gauss. Se pueden asociar matrices a
distintas situaciones y con diferentes significados:

A By d,

b, b,b,...b,
donde las parejas (a, b)) son las coordenadas de los vértices del mismo, y han de unirse en el
orden indicado por las columnas.

* Matriz de un poligono

* Un vector (v,, v,) como caso especial de matriz.

» Tablas de doble entrada como matrices que resumen una informacién. Por ejemplo, la situacién
en un momento dado del stock en tres almacenes de un comerciante que trabaja con cuatro tipos
de mercancias:

€1 G2 63 G

Con 2 o3 G
31 G2 Gs G

¢, es el nimero de unidades de la mercancia j que estd en el almacén i.
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o Matrizasociadaaungrafo, quea su vez puede representar una red de tréfico (las flechas sefialan
los sentidos de circulacién permitidos), un socipgrama (en el cual las flechas representarian de-
terminadas relaciones binarias de amistad, influencia, etc., entre los miembros de un grupo), y
otras.

0011 14—-2
1010 1\‘
0101 g X
1 000

a;=1sienel grafo i— j (se puede circular desde i aj)

a,=0sienel grafo no hay flecha (no se puede irdeiaj)

Manejar bastantes ejemplos de estos tipos, y otros familiarizan al alumno con la notaci6n de
doble subindice y su significado, y, en general, con la terminologia propia de las matrices, asi
como de su significado en problemas de aplicacién matematica.

Puede seguirse en esta linea para introducir y justificar (en el caso del producto, p. ej., tan ar-
bitrario) las operaciones bésicas entre matrices: suma, producto por escalar y producto entre
matrices, ya que adquieren significado en los contextos citados antes, y permiten extraer mas
informaci6n de los problemas.

Un caso obvio es la suma de vectores, cuyo significado ya conoce el alumno. Otro puede ser la
suma de matrices:

(a): ganancias obtenidas un dia determinado por la venta de la mercancia i en el almacén j

(b "): idem otro dia distinto

cuyo resultado se interpreta fécilmente en términos del problema. En el caso en que la ganancia
fuera la misma a lo largo de toda la semana, aparece el producto por escalar:

t(a“)

Si la matriz representa un poligono, el producto por escalar da como resultado otro semejante
con el anterior.

El producto de matrices puede justificarse, una vez dadala regla para efectuarlo, utilizando el
significado que tiene en términos de las transformaciones geométricas elementales (giro,
simetria) actuando sobre poligonos. También pueden hacerse aplicaciones interesantes con
matrices de precios y de ventas:

(p,,): precios por unidad de los productos i
(v,): unidades vendidas del producto i en el almacén j

donde la matriz producto (g,) representa los ingresos totales obtenidos en cada uno de los al-
macenes.

En el caso de una matriz que representa una relacién binaria, el producto por ella misma se
interpreta facilmente en términos del mismo problema. En el ejemplo propuesto més arriba, los
elementos b, de la matriz cuadrado de la inicial

0011 0011 1101

-—
1010} f1o10})_fo112 i\f
0101 0101 2010 Se—atd
1000 1000 0011

miden el niimero de caminos que hay para ir de i a j haciendo «una escala».
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Para el desarrollo de todo lo anterior, conviene que el profesor s6lo introduzca los elementos
minimos imprescindibles, y sea el propio alumno el que llegue a las conclusiones pertinentes
en cada caso.

Con este bagaje elemental de célculo y de significados posibles de una matriz, los alumnos
pueden abordar problemas interesantes dentro de los campos que interesan para sus futuros
estudios: Sociologia, Economia, Psicologia, Demografia.

Como ampliacién para aquellos estudiantes especialmente motivados, cabe recordar que
puedeaplicarse el cdlculo matricial a la descripcién de procesos aleatorios; es el caso de la matriz
de transicién asociada a una cadena de Markov.

Determinantes (Tiempo estimado: una semana?)

En este curso se pretende tinicamente que los alumnos adquieran la técnica de calculo de determi-
nantes de segundo y tercer orden, ya que la aplicaran, en estudios posteriores, a situaciones diversas
que salen fuera del alcance del nivel que estamos considerando.

No es necesario, por tanto, hablar de la matriz inversa ni delaregla de Cramer, aunque se recomien-
da que se utilice alguna de ellas en el desarrollo metodolégico del tema, para justificar y anticipar la
importancia del concepto de determinante.

Por ejemplo, puede pedirse a los alumnos que resuelvan el sistema literal

{ax+by=c
ax+by=c

por cualquiera de los métodos que conocen, para llegar a la expresién de sus soluciones en funcién de
determinantes de segundo orden; y proporcionarles las correspondientes a sistemas 3 x 3 para que
compryeben su validez en algtin caso concreto.

Lo mismo puede hacerse con la matriz inversa; los alumnos entienden la expresion matricial de un
sistema de ecuaciones, pues conocen el producto de matrices. La ecuacién matricial

AX=B
recuerda a su anédloga en el campo numérico

ax=b

Reflexionando sobre c6mo se soluciona esta tltima, que necesita de la existencia de a™, puede
introducirse el concepto de matriz inversa y, dando a los estudiantes su expresion, pedir que la
obtengan y comprueben en casos concretos.

Si la marcha del curso lo permite, puede ampliarse el cilculo de determinantes al caso de cuarto
orden.

Programacion lineal (Tiempo estimado: dos semanas y media)

Esta parte del programa estd muy relacionada con el planteamiento, resolucién e interpretacién de
sistemas de ecuaciones lineales, por lo que puede trabajarse inmediatamente después, y redistribuir-
se el tiempo asignado en conjunto (cinco semanas y media) a juicio del profesor, con el fin de alcanzar
mejor los objetivos comunes a ambas. Por ejemplo, es aqui donde toman todo su sentido los
enunciados de problemas ligados a la Economia y otras Ciencias Humanas y Sociales, pues en la vida
real, las condiciones que deben cumplir una serie de variables vienen impuestas por restricciones del
tipo «que cueste como mucho...», «se necesita un minimo de calorias de...», «no puede ocupar un

2 Puede redistribuirse con el de Matrices.
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espacio mayor que...», y matematicamente se traducen en inecuaciones y no en ecuaciones. Dentro de
estas condiciones, interesan aquellos valores de las variables que hacen maxima (0 minima), determi-
nada magnitud: «para obtener la mayor ganancia posible», «que la tarea se haga en el menor tiempo».
Cuando la expresién matematica de las condiciones (restricciones del problema) y de la funcién a
optimizar (funci6n objetivo) son polinomios de primer grado, estamos ante un problema de Progra-
macion lineal.

Se utilizara exclusivamente el método gréfico, con lo que se restringe a dos el niimero de variables
a considerar. Esta restriccién no es obsticulo para que el alumno perciba la utilidad de la teorfa, a la
vez que permite realizar un interesante trabajo de sintesis de conocimientos adquiridos en cursos
anteriores:

* Lectura comprensiva de un enunciado, y distinguir lo que son condiciones de la funcién a
optimizar.

* Transformar un problema oral en un sistema de inecuaciones mas una funcién de dos variables.
Generalmente, como las variables tienen un significado de ganancia, duracién, longitud, etc.,
las soluciones han de ser positivas:

x20
.y20
’aux“nys b, (62
a,x+a,y<b, (6>)
a,x+a,y<b, (6 >)

“oe

F = Ax + By

* Elegir, de entre las parejas (x, y) que son solucién del sistema de inecuaciones, aquellas que dan
a la expresién F el mayor (0o menor) valor posible.

* Para ello, se acude a la representacién grafica en el plano del sistema de inecuaciones, que
generalmente ya conocen los alumnos para casos sencillos desde 1.° de BUP, determinandose
asi el conjunto de soluciones o «regi6n factible». Es titil hacer el gréfico en papel cuadriculado
o milimetrado, y elegir adecuadamente las escalas de ambos ejes:

Y

* A partir de aqui, conviene desarrollar una fase de tanteo, en la que los alumnos trabajen varios
problemas concretos, y en cada uno de ellos susti tuyan valores en la funcién objetivo, para con-
jeturar ellos mismos dénde van a encontrarse, en general, las soluciones del problema. Se les
planteara situaciones en las que la solucién sea tinica, haya méds de una, o no exista.

* Cuando la marcha del curso lo permita, puede completarse la justificacién de por qué las solu-
ciones se encuentran en vértices o lados de la region factible, acudiendo al significado de la
funcién objetivo

F = Ax + By
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como familia de rectas paralelas. Para ello sera necesario que el alumno revise el concepto
intuitivo de pendiente de una recta'y el significado gréfico de los parametros que intervienen
en su ecuacion, vistos en cursos anteriores.

e En esta familia de rectas, un mayor valor de F se corresponde con un mayor alejamiento del
origen de coordenadas.

e Por tanto, de entre las que tienen puntos comunes con la regi6n factible, aquella que tiene F
mayor le toca en un vértice 0 en todo un lado, segun los casos:
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Anilisis descriptivo de funciones y graficas

Funciones gréficas y derivadas (Tiempo estimado: seis semanas)

De los tres temas en los que se divide este curso, es quiza el de Funciones y Gréficas el tinico que,
al menos sobre el papel, ha sido estudiado con amplitud en cursos anteriores. Sin embargo el hecho
de estar dirigido a un grupo de alumnos heterogéneo (pues unos han estudiado matematicas en 3.° y
otros no) y los objetivos propios de este curso que prestan mayor atencién a la comprensién de
conceptos basicos, a su relacién con la realidad y a la adquisicion de recursos matematicos para
afrontar los problemas de las Ciencias Sociales y Humanas, parecen aconsejar un enfoque distinto.
Debe predominar la reflexién acerca del concepto de funcién, el estudio de graficas de funciones
tomadas de la realidad, las actividades que traten de proporcionar variados contextos al concepto de
derivada y una orientacién practica a los problemas de cilculo con derivadas e integrales.

El papel de las funciones como representaciones y descripciones de fenémenos fisicos, sociales,
humanos, biol6gicos, etc..., se pondrs de manifiesto en la medida en que se utilicen ejemplos variados
de estos fenémenos, se estudie su gréfica y se interprete el fenémeno a través de ella. Asi por ejemplo
esta curva

ventas

P - - - - -
—t——teea

tiempo

representa el ciclo vital de un producto. Se puede interpretar este ciclo analizando las distintas partes
de la curva: introduccién del producto en el mercado, etapa de crecimiento rapido, crecimiento mds
lento, etapa de saturacién y por tltimo caida en la venta.

Expresiones sencillas que describen a veces s6lo de forma cualitativa situaciones reales o simula-
das de la vida cotidiana pueden servir como refuerzo del concepto de funcién y de su caracter de re-
presentacién grafica de sucesos. De estas situaciones pueden abstraerse las variables en juego y
encontrar una relacion mediante una funcién que las represente. Ejemplo:
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Un corredor de «jogging» empieza su carrera muy suavemente, aumenta gradualmente su velo-
cidad y pronto consigue su ritmo habitual. Cuando va a finalizar su ejercicio disminuye muy
lentamente su velocidad hasta pararse.

De esta situacién se obtienen las variables tiempo-velocidad y se pueden representar con una
grafica del tipo:

Para encontrar el mayor niimero de relaciones entre las funciones y el fenémeno que representan,
se pueden realizar actividades que partan de la funcién o del fenémeno considerado. Por ejemplo, a
partir de la grafica de una funcién se puede proponer inventar situaciones que se expliquen mediante
dicha grafica de una manera cualitativa o cuantitativa. También se pueden interpretar fendmenos y
situaciones a partir dela grafica de la funcién mediante preguntas que lo sugieran. Obien, dadas varias
situaciones y varias graficas, asociar cada situacién con su gréfica correspondiente. Por ejemplo, las
graficas representan la relacién entre los ingresos y el tipo de interés a pagar en el impuesto sobre la
renta. Se pueden asociar estas tres gréficas con los tres tipos de impuestos siguientes: proporcional (el
mismo porcentaje para cada renta), regresivo (disminuye el porcentaje con los ingresos) y progresivo
(aumenta el porcentaje con los ingresos).

sobre

renta

Ingresos
% %
sobre sobre
la la
renta renta
Ingresos

Ingresos

Para el estudio de estas funciones pueden introducirse de modo intuitivo sobre la gréfica, 0 como
un medio més para su representacion, los conceptos de crecimiento, extremos, continuidad, asintotas
e intervalos de definicién que ayudaran a la interpretacion de la grafica. Las representaciones graficas
de funciones por trozos facilitan el estudio de la continuidad sobre la propia figura.

Para relacionar estos conceptos con su expresion grafica, se pueden realizar ejercicios en los que se

pida encontrar una curva que se ajuste a determinadas condiciones. Por ejemplo, encontrar una curva
que:
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Sea positiva y continua en todo R.

Presente un médximo relativo en un punto del eje de ordenadas.

No tenga otros extremos relativos.

El eje de abscisas sea una asintota de la curva a la izquierda y a la derecha.
Sea simétrica respecto del eje de ordenadas.

No tenga puntos de inflexién.

Y reciprocamente, a partir de una grafica dada, describir sus caracteristicas, es decir: conjunto de
definicién, intervalos de crecimiento, extremos, asintotas, etc...

El estudio que se haga de funciones como descripcién de fenémenos puede dar lugar de modo
natural al de algunos tipos sencillos de funciones matematicas: lineales, polinémicas, exponenciales,
logaritmicas, logisticas y determinadas funciones peri6dicas. Ejemplos:

1.

La funcién «ingresos de una empresa» que relaciona los ingresos totales (I) y la cantidad de
producto fabricado (q) -

I=p.q(pesel precio por unidad)
es una funcion lineal.

El centro de gravedad de un delfin al saltar desde el agua y volver a zambullirse describe una
curva en forma de parabola.

La funcién de la demanda en marketing que relaciona las ventas de una empresa (Y) en funcién
del coste del esfuerzo comercial (X), puede tener distintos comportamientos:

* Crecimiento potencial Y =aX® a>0 0<b<1

* Crecimiento exponencial Y=a(l-e®™) a>0 0<bc<l

* Crecimiento logaritmico Y =alog (X+1) a>0

* Crecimiento logistico Y= a a>0,K>1,b>0
1+ Ke®™

El crecimiento logistico también se puede encontrar en fenémenos de crecimiento de poblacio-
nes en los que determinados factores de limitacién de espacio hacen que el nimero total de
individuos existente en cada momento influya en el crecimiento de toda la poblacién, desace-
lerando este crecimiento a medida que se alcanzan niveles de saturacién.

fe = - ———

4. En paises capitalistas la evolucién econémica se desarrolla de forma periédica mediante lo que

se ha denominado el ciclo econdmico:
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Este ciclo econémico tiene cuatro partes: o
coyuntura economica

‘ e Depresion.
* Recuperacién.
e Auge.

e Recesion.

tiempo

e — - -
be== .=
e - = ——

e

Este comportamiento se corresponde con el de una funcién matemética de tipo periédico en la
que destacamos dentro de cada ciclo un minimo relativo, un intervalo en el que la funcién es
creciente, un maximo relativo y un intervalo de decrecimiento de la funcién.

Seria conveniente que los alumnos establecieran cierta asociacién entre cada tipo de funcién y la
forma de su gréfica realizando ademés distintas gréficas, para un mismo tipo de funciones, variando
los parametros que en ella intervienen.

La revisién del concepto de derivada de una funcién en un punto a partir de la tasa de variacién
media, estudiada para distintos fenémenos proporciona al alumno concreciones de situaciones
variadas de dicho concepto. No deberia constituir un obstaculo el no haber definido formalmente el
concepto de limite de una funcién en un punto, pues es posible calcular limites, en particular el de la
funcién tasa de variacién media, dando valores con la ayuda de la calculadora.

La demostracién de las reglas de derivacién de funciones exige un aparato matematico no acorde
con los objetivos de este curso, por lo que parece suficiente que los alumnos conozcan directamente
las técnicas de derivacién y las apliquen a casos sencillos.

La interpretacién geométrica de la derivada permite conocer cuéando una funcién derivable
presenta un extremo relativo o es creciente o decreciente en un punto.

Como aplicacién de la derivada se pueden proponer algunos problemas de maximos y minimos
cuya resolucién inicial puede enfocarse geométricamente, es decir, a partir de la grafica de la funcién
a maximizar o minimizar, restringida a su dominio de definicion, interpretando en el contexto del
problema los posibles resultados. Ejemplo:

Tomamos una cuerda y anudamos sus extremos entre si. La longitud de la cuerda es de 40 cm.
Introduciendo los dedos pulgar e indice de ambas manos formamos rectingulos con dicha cuerda.
Deseamos saber qué dimensiones tendra el rectingulo de drea maxima.

La funcién a maximizar tiene por ecuacién S = x(20-x), siendo S el drea de un rectingulo y x la
medida de uno de los lados. Esta funcién viene representada graficamente por la siguiente parabola:

Smax : 100 cm?

Bt~ e e n o

-

Observamos que el conjunto de definicién de la funcién es el intervalo cerrado [0, 20] y que su valor
méximo corresponde al punto de la gréfica en el que la recta tangente es horizontal.
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Interpolacién (Tiempo estimado: una semana y media)

Muchas de las relaciones funcionales que los alumnos han de manejar corresponden a funciones
experimentales de las que conocemos una tabla de valores o son funciones tabuladas (funciones tri-
gonométricas, funciones exponenciales, reas bajo la curva normal en estadistica, etc...), por lo que
parece conveniente que el alumno sepa encontrar valores intermedios entre dos dados, utilizando una
interpolacion lineal o bien entre tres dados, utilizando una interpolacién cuadrética. También pueden
realizarse ejercicios de extrapolacién. No es aconsejable, sin embargo, dar férmulas de interpolacién
que permitan obtener con caracter general un polinomio de cualquier grado.

Integrales (Tiempo estimado: una semana y media)

Una introducci6n histérica al problema del rea permitird introducir el concepto de integral
definida aplicada a una funcién continua. Podemos iniciar este célculo de d4rea mediante métodos
aproximados y utilizando la calculadora.

Comenzariamos con una funci6n lineal. Podriamos calcular el drea limitada por la recta, el eje de
abscisas y la ordenada en c (c > 0) dividiendo el segmento de longitud c en partes iguales y calculan-
do la suma de las dreas de los rectdngulos que quedan por debajo S, y por encima S, de la recta.

7

|

l

7al
c

Una aproximacién al drea pedida (en este caso el error que se comete vale cero) seria la media
aritmética de las dreas S|y S,.

Podriamos continuar con una funcién polinémica de segundo grado utilizando el mismo método
y realizando el cdlculo para varias particiones del intervalo en el que calculamos el 4rea. El error
que cometemos siempre es menor que la diferencia entre el drea media y el 4rea S, 0 el drea S,y el drea
media.

Excede del propésito de este curso la demostracién del Teorema Fundamental del Calculo Integral
y de la regla de Barrow. Se puede, sin embargo, llegar al cilculo de &reas relativas a funciones
elementales, utilizando los conceptos de primitiva de una funcién dada y de integral indefinida; las
propiedades de linealidad de la integral y el enunciado de la regla de Barrow.

31






Elementos de probabilidad y estadistica (fiempo estimado: nueve semanas)

Con este apartado se pretende familiarizar al alumno de Ciencias Sociales y Humanas con los
métodos de la estadistica y las leyes del azar.

Los objetivos y la metodologia deben amoldarse a las caracteristicas de estos alumnos: madurez de
preuniversitarios, escasez de recursos matematicos y carencia de interés por formalizaciones abstrac-
tas y demostraciones.

Puede pretenderse que sean buenos usuarios de la estadistica, conozcan sus posibilidades y
limitaciones y sepan recurrir a los instrumentos que posibilitan su buen uso, tanto mateméaticos
(férmulas, métodos, calculadoras, etc.) como fuentes de datos (anuarios, enciclopedias...). En defini-
tiva, que sepan valerse auténoma e inteligentemente en situaciones en las que se requiera de la
estadistica.

Entodo lo que sigue se vana sugerir planteamientos y métodos, adecuados al programa oficial, que
conllevan una intensa actividad por parte del alumno, de modo que ponga en juego y desarrolle al
maximo su intuicién, y se aproxime a una estadistica sencilla y palpable, pero no carente de profun-
didad: pocas férmulas, ninguna desmostraci6n y, sin embargo, conocimiento a fondo de aquello con
lo que trate.

Estadistica descriptiva

El alumno debe acabar conociendo los conceptos y la terminologia estadistica bésica: individuo,
poblacién, muestra, variable —cualitativa, cuantitativa, discreta, continua—, frecuencia —absoluta,

relativa—... Esto no quiere decir que deba empezarse por ahi: son conceptos y términos que van
asimilandose con el uso.

Es fundamental que maneje y llegue a interpretar correctamente tablas estadisticas de todo tipo
(no sélo las tipicas tablas de frecuencias), intentando en esta tarea ir mas all4 de lo que se ve a prime-
ra vista.

Para un buen manejo de tablas debe conocerse a 1a perfeccién el significado y cdlculo de propor-
ciones, porcentajes y nimeros indices. No debe darse por obvio que los alumnos de este nivel dominen
estas destrezas, por lo que no estara de mas que el profesor preste suficiente atencién a ellas. El uso
eficaz de la calculadora debe ayudar a que esta tarea se desarrolle de forma agil y rapida.

La destreza en el manejo e interpretacion de tablas estadisticas debe traer como consecuencia que

el alumno aprenda, también, dénde y c6mo puede buscar aquéllas que convienen para un cierto
propésito (anuarios, enciclopedias...) y relacionar unas con otras.
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Los gréaficos estadisticos suelen ser muy claros y expresivos. Para su interpretacién no es necesario
ni conveniente dar prolijas explicaciones de las singularidades de cada tipo de grafico. Basta mostrar-
selos a los alumnos y ayudarles en su estudio mediante buenas preguntas y, acaso, algunas aclaracio-
nes breves y ocasionales.

El alumno, bien orientado, llegara no sélo a saber responder correctamente a las preguntas que se
le hagan, sino también a hacérselas él mismo.

Las graficas estadisticas que aparecen en los medios de comunicacién son, con frecuencia, falaces,
inducen a engafio o a falsas interpretaciones. Exagerar las escalas en los ejes; mantener proporciona-
lidad lineal en pictogramas que representan superficies o volimenes, con lo que las proporciones,
visualmente, se elevan al cuadrado o al cubo; representar como iguales intervalos de tiempo distintos,
con lo que el crecimiento del fenémeno descrito se exagera en uno de los intervalos; en los diagramas
de sectores —ciclogramas— no respetar las proporciones de los distintos sectores con lo que, aunque
se acompaifien de las cifras correctas, la impresion visual es falseada, etc. Conviene alertar a los
alumnos en este sentido y ensefiarles a descubrir las falacias.

Con demasiada frecuencia el estudio de los pardmetros estadisticos se enfoca viendo las medidas
de centralizacién (media, mediana, moda...) por una parte, y medidas de dispersién (desviacion
media, varianza, desviacion tipica, cuartiles, centiles...), por otra. Este esquema tiene el inconvenien-
te de no asociar cada parametro con el que naturalmente se le debe emparejar para interpretar con
sentido la distribucién de que se trate.

La media debe estudiarse e interpretarse junto con la desviacién tipica. Ambas forman una pareja
con la que se puede saber mucho de la distribucién. El alumno debe aprender, practicindolo, que,
salvo en distribuciones estrafalarias, en el intervalo (1 - 6, p + ©) cabe esperar que haya un cierto
porcentaje de individuos que suele ser del 55% al 75% de la poblacién; que en el intervalo
(1 - 20, 1 + 20) suele estar entre el 80% y 100% de la poblacion; y que es poco frecuente que haya
individuos fuera del intervalo (1 - 35, u + 30).

Esaconsejable que los alumnos conozcan y sepan utilizar las formulas para la obtencién de la media
y la desviacién tipica. Y ademas, sepan valerse de una calculadora con tratamiento estadistico para
obtenerlas con rapidez. Estas destrezas deben ir acompaiiadas con el desarrollo de una intuicion
suficiente como para, antes de obtenerlas, tener una expectativa de lo que cabe esperar, a la vista de
los datos que se poseen.

Otra forma de interpretar una distribucién estadistica es mediante la mediana y los centiles. Para
su obtenci6n e interpretacién es recomendable el método gréfico, a partir de un poligono de frecuen-
cias acumuladas.

Es necesario que el alumno conozca el alcance y las limitaciones, las ventajas y los inconvenientes
de los pardametros que utiliza. Pero este estudio debe ser posterior a una abundante utilizacién de los
mismos, pues el conocimiento profundo de cada uno de ellos hard que resulte significativa su
comparacion. En este sentido sugerimos las siguientes reflexiones:

— La mediana y los centiles resultan muy expresivos y faciles de interpretar para los legos en la
materia. Estar en el centil 80 significa que se tiene por debajo al 79% de la poblacién y por encima
al 20% restante. Y esto le resulta facil de entender a un padre al que se le dice que su hijo esté
en el centil 80. Sin embargo, estos parametros tienen el gran inconveniente de que no son
operativos, que no se pueden operar unos con otros. (Un alumno que ocupe el centil 40 en una
evaluacién y el centil 80 en la siguiente puede andar muy lejos del centil 60 en el cémputo global
de ambas.)

— La media que, segin deciamos, resulta muy expresiva junto con la desviacién tipica, puede ser
engafiosa en distribuciones con datos muy heterogéneos. (Es tipico el ejemplo del sueldo medio
de los trabajadores de una empresa, cuya media puede ser considerablemente maés alta que el
sueldo de la mayoria de los empleados si los jefes cobran sueldos altisimos.)

— La moda tiene sentido, sobre todo, en distribuciones de variables cualitativas, pues en ellas no
existe ni la media ni la mediana.
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Hay otras medidas de dispersion cuyo valor, a este nivel, puede ser exclusivamente metodolégico:

— La desviacién media, de muy facil interpretacién, puede ser un paso previo si se desea que se
entienda la férmula de la desviacién tipica. También la varianza aparece como paso previo. (La
varianza, en estadistica superior, tiene una importancia enorme en si misma, pero no aqui.) A
este nivel, sinembargo, creemos que como instrumento s6lo debe utilizarse la desviacién tipica.

— Algo parecido cabria decir de los cuartiles respecto a los centiles: quiz4, en una primera apro-
ximaci6n, resulta mas facil partir a la totalidad de individuos en cuatro partes que en cien. Sin
embargo, el instrumento para expresar situaciones es el centil.

Distribuciones bidimensionales

El estudio de las distribuciones bidimensionales, la correlacién entre las dos variables y la recta de
regresi6n aporta un nuevo instrumento, muy importante, para el estudio de algunas tablas estadisti-
cas, pues permite comparar pares de variables y detectar posibles influencias de una sobre otra. Y es
especialmente interesante en las Ciencias Sociales y Humanas, donde rara vez se encuentran depen-
dencias funcionales y frecuentisimamente dependencias estadisticas. (Por ejemplo, cociente intelec-
tual —rendimiento académico; en los paises, renta per cipita—, expectativa de vida al nacer...)

Las distribuciones bidimensionales pueden plantearse de una forma muy intuitiva mediante la
representacion de la nube de puntos: trazado, a 0jo, de una recta que se ajuste a ella; y valoracién de
lamayor o menor relacién entre las variables por el grado de acoplamiento de los puntos a la recta. Esta
relaci6n (correlacién), que al principio puede medirse en términos cualitativos (muy grande, grande,
mediana, baja, practicamente nula), debe ir acompafiada por el signo (si ambas variables tienden a
crecer o a decrecer conjuntamente, correlacion positiva; si al crecer una tiende a decrecer la otra,
correlacion negativa).

Los alumnos deben conocer la férmula de la correlacion, saber aplicarla e interpretar el resultado
obtenido.

Un mismo valor del coeficiente de correlacion puede ser alto o bajo segtin los casos. Por ejemplo,
una correlacién de 0,6 entre las «estaturas» y los «pesos» de los soldados de un regimiento es baja; una
correlacién de 0,6 entre la «nota en mateméticas» y «el niimero total de horas de estudio a la semana»
delos alumnos de una clase, es notablemente alta. Las correlaciones son fciles de interpretar cuando
se comparan con otras de distribuciones similares. Por ejemplo, la correlacién entre las «notas de
matematicas» y las «de fisica» de los alumnos de un curso, con la correlacién entre las «notas de ma-
tematicas» y la «de filosofia» de los mismos alumnos. O bien la correlaci6n entre «estatura» y «peso»
delosalumnosde un curso conla de los alumnos de otro curso. Se debe, pues, evitar dar normas rigidas
del tipo: de 0 a 0,4 correlacién baja; de 0,4 a 0,6, media; etc.

El estudio de correlaciones puede servir para descubrir, o ratificar, relaciones entre variables. Sin
embargo, hay que tener mucho cuidado en deducir relaciones de causalidad entre variables fuerte-
mente correladas (con correlaci6n alta). Es tipico el ejemplo del estadistico que, para ridiculizar esta
tendencia, obtuvo una correlacién altisima entre el «niimero de cigiiefias» y el «ntimero de nacimien-
tos» en los municipios de una cierta comarca. En estos casos suele haber una tercera variable cuya
correlacién con cada una de las variables estudiadas es muy alta (en el caso de las cigiiefias, a mas
habitantes mas nacimientos; pero también més grande es el municipio, mas hogares, més tejados
donde anidar...).

Larecta de regresi6n, que en un principio puede ser trazada a ojo intentando que se ajuste a la nube
de puntos, si se quiere y hay tiempo para ello podria ser tratada, posteriormente, con més precisi6n:

— Descripci6n gréfica de en qué consiste el método de los minimos cuadrados (sin férmulas).
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.— Decir que, aplicando el método delos minimos cuadrados, se llega ala conclusién de quelarecta
Oxy
Ox?

buscada pasa por el punto (x, y) y tiene pendiente . Por tanto, su ecuacion es:

T . .
¥-F B )

— Dejar claro que la recta de regresion se puede obtener siempre, cualquiera que sea la correlacién
entre las dos variables. Pero que s6lo es titil cuando Ir| es grande. En este caso se pueden hacer
previsiones del tipo «cuando x vale... es probable que el valor dey sea proximo a...». Y que estas
previsiones seran tanto mas fiables cuanto mayor sea el valor de Irl y cuanto mas préximo
sea xaX.

— La pendiente de la recta de regresion tiene el mismo signo que r (esto es obvio tanto si miramos
sus expresiones como si pensamos en lo que significa lo uno y lo otro). Sin embargo, puede
ocurrir que |rl sea muy grande (muy préximo a 1) y la pendiente de la recta sea pequefia, o
viceversa.

No parece conveniente en este nivel hablar de las dos rectas de regresién, de y sobre X y de x
sobre y. Parece suficiente trabajar s6lo con una de ellas, la primera, y llamarla, simplemente, recta de
regresién. Tampoco deben tratarse otras regresiones —no lineales— salvo, acaso, como mencién
puramente anecdética.

Probabilidad

Un tratamiento intuitivo del tema, preferiblemente plagado de experiencias practicas y juegos
realizados por el propio alumno, le proporcionard conceptos claros e intuiciones vilidas, tan
necesarios para un buen manejo del azar y sus leyes.

Las expresiones «a priori» y «a posteriori», que se utilizan en el programa a propdsito de la asig-
nacién de probabilidades, no deben relacionarse con el teorema de Bayes, que queda fuera de las
pretensiones del programa. Se refieren, respectivamente, al cilculo de probabilidades sin poseer datos
experimentales («a priori»), teniendo en cuenta la supuesta regularidad del fenémeno aleatorio y
aplicando la regla de Laplace (casos favorables/casos posibles); y la asignacién de probabilidad
después de haber experimentado abundantemente («a posteriori») dando como buena aproximacion
el valor obtenido para la frecuencia relativa.

Para el calculo de probabilidades en pruebas compuestas, tanto independientes como dependien-
tes, es muy titil el diagrama en arbol. Un buen conocimiento de la combinatoria puede ayudar, pero
no es imprescindible.

Distribuciones de probabilidad de variables discretas

Las distribuciones de probabilidad de variables discretas surgen como una idealizacién de las
distribuciones de frecuencias relativas, al pasar de las «frecuencias obtenidas» a las «frecuencias
esperadas» (la probabilidad es, en cierto modo, la frecuencia relativa esperada). Si, previamente, el
alumno ha obtenido experimentalmente distribuciones de frecuencias a partir de instrumentos
aleatorios (dados, monedas, chinchetas, ruletas, etc.), ahora le resultara sencillo relacionar con ellas y
elaborar las distribuciones de probabilidad correspondientes.

La representacion grafica adecuada a estas distribuciones es el diagrama de barras.

Los parametros surgen, asimismo, como idealizacién de los correspondientes parametros de las
distribuciones estadisticas (de frecuencias):
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La distribucién binomial B(n, p) puede plantearse, en principio, como un caso particular de
experiencia compuesta por n veces la misma prueba simple, para la cual la probabilidad de «éxito»
es p y la de «no éxito» es 1 - p = q. Para su estudio y.comprensién es muy 1til hacer referencia al
aparato de Galton, por medio del cual se llega, de forma muy intuitiva, a la obtencién de los coeficientes
de p*q™* correspondientes a la probabilidad de que x tome el valor k (es decir, de obtener exactamen-
te k éxitos en n intentos). Estos valores se pueden obtener a partir del tridngulo de Tartaglia, cuyo
mecanismo de formacion tanto se parece a los posibles recorridos de las bolas en el aparato de Galton.
Este procedimiento permite obtener dichos coeficientes sin recurrir a métodos combinatorios.

La férmula para calcular los pardmetros, j1 = np, 6 = Vnpq, deben ser conocidas y aplicadas por los
alumnos sin necesidad de haber demostrado su validez. Es importante que sepan interpretar los
resultados.

Distribuciones de probabilidad de variables continuas

También las distribuciones de probabilidad de variables continuas son una idealizacién de las
correspondientes distribuciones de frecuencia. Sin embargo, el hecho de que, ahora, los intervalos en
que inicialmente se presentan clasificados los individuos se puedan partir en subintervalos cada vez
mds pequefios, en cada uno de los cuales haya pocos o ningiin individuo, hace que la asignacién de
la frecuencia a la altura de la franja del histograma sea claramente inconveniente. El alumno debe ver
claro que en estas distribuciones de probabilidad lo que importa es el 4rea bajo la curva y no la
ordenada de ésta.

Las probabilidades se darén, pues, para intervalos de la variable.

El alumno sabré que estas distribuciones también tienen parametros, i y 6, y su interpretacién la
asociard a la forma de la curva de probabilidad, basidndose en las intuiciones que adquirié estudian-
do otras distribuciones.

Es recomendable que, dada una curva de probabilidad asociada a un cierto fenémeno concreto, el
alumno calcule aproximadamente (o valore a ojo) probabilidades correspondientes a intervalos y los
valores de iy ©. Se simplifica notablemente la tarea y se aclaran las ideas si la curva se dibuja en papel
cuadriculado y bajo ella aparecen 100 cuadritos. Las probabilidades pueden darse, en principio, en
tantos por ciento.

La distribucién normal es de enorme importancia en estadistica. El alumno debe conocerla bien
y manejarla con soltura.

Para ello, conviene que sepa que la normal es una distribucién de probabilidad continua, simétrica,
con el méximo en el punto de abscisa p. Si, ademds, conoce los datos que se dan en las siguientes
gréficas podra profundizar en ella como se indica a continuacién:
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0,6826 0,9544 0,9974
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Esto significa que, por ejemplo, si el cociente intelectual (C. I.) de las personas de unyierto colectivo
se distribuye segiin N(112,6), entonces: )
— €1 68,26% de ellos tiene un C. I. entre 106 y 118.

— el 95,44% de ellos tiene un C. 1. entre 100 y 124.

— €1 99,74% de ellos tiene un C. I. entre 94 y 130.

Afinando més, podemos decir que se distribuyen del siguiente modo:

94 100 106 112 118 124 130
M-30 . M-20 Mo M o JM+20 P13

El proceso anterior sirve para familiarizar al alumno con la curva normal antes de comenzar a
utilizar las tablas. Puede completarse con una actividad, en la que participen todos los alumnos, del
siguiente tipo: '

«Vamos a estudiar las estaturas de todos los soldados de un regimiento. Sabemos que se distribu-
yen segtin una curva normal. ;Cudles pueden ser su media y su desviacién tipica?» Supongamos que,
tras una discusion, se llega al acuerdo de que p = 165 cm., ¢ = 5 cm. Esto significaria que s6lo el 0,13%
mediria mas de 165 + 3 x 5 = 180 cm. Es decir, poco més del uno por mil de los soldados mediria mas
de 1,80, lo cual no es aceptable: hay que buscar otros parametros... Cuando se haya llegado a otros
parametros que parezcan razonables, por ejemplo = 170, o = 6, podra responder a preguntas del tipo:
«;qué porcentaje de soldados mide menosde 164cm.?, ; ...entre 176 y 1822, ; ...méasde 182?», cuidando
que las referencias que se utilicen sean del tipopt ko, parak=0, 1,2, 3.

Obsérvese que de esta forma, ademds de familiarizarse profundamente con las distribuciones
normales, el alumno estara tipificando sin ni siquiera darse cuenta de que lo hace. (Es decir, estara
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expresando la variable x en «nimero de desviaciones tipicas que se separa de la media»: X =1 . Asi,
-0

cuando lo deba hacer para valores cualesquiera de la variable lo interpretara como muy razonable.

Estas actividades, destinadas a interpretar la curva normal, se completardn con un manejo razona-
do y 4gil de las tablas.

La posibilidad del paso de una binomial B(n, p) a una normal N(np, \anq) se puede hacer evidente
con unas gréficas del siguiente tipo:

7 T . ;
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Para el célculo de probabilidades de una variable x B (n,p) mediante el paso a otra x” N(np, Vnpq)
hay que tener en cuenta que x es discreta mientras que x’es continua. Por tanto, a valores puntuales

de la binomial, x = k, corresponden en la normal intervalos del tipo x“ € [k - 0,5, k + 0,5]. Es decir:
Plx=k]=P[k-05<x<k+0,5]
Plx>k]=P[xe {(k+1,k+2,...})] =P [x ">k + 0,5]

P[x>2k]l=P[xe (k k+1,...}] =P [x >k -0,5].
Etc.
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Test de normalidad

Hay ocasiones en las que empiricamente se ha obtenido una serie de datos, x, x,, X,, ..., X, (mues-
tra), cuya distribucion se parece a la curva normal. Y nos preguntamos si la poblacién de partida
seguird, realmente, una distribucién normal, es decir, si en el caso de que en vez de haber obtenido s6lo
n valores hubiéramos tenido «todos» los de la poblacién, su distribucién seria exactamente normal.

Esta pregunta, que en muchos casos es de gran importancia, no tiene una respuesta absoluta —si
0 no—, pero podremos aproximarnos a ella en términos de probabilidad («es asi de probable que sea
cierto»). Esto es lo que se consigue con los test de normalidad. Pasamos a exponer, escuetamente, uno
de ellos llamado PRUEBA DE KOLMOGOROV.

La pregunta que nos hacemos es (repitimosla): «;es razonable suponer que los valores x,, X,, X,, ...,
x, han sido extraidos de una poblacién normal?» Para responderla comparemos la distribucién de

estos valores con una curva normal cuyos parametros, il y 6, coincidan con los de la muestra.

_"l

1 13 e Tk

La comparacion se efecttia contrastando
— la proporcién (%) de valores de la muestra anterior a 1,

— con el porcentaje de drea bajo la curva normal que hay desde —eca 1
para todos los 1, limites superiores de los intervalos en los que hemos clasificado los elementos de la
muestra.

Para cada valor de k hay una diferencia:
D, = | porcentajes hasta I, en la muestra — porcentaje hasta 1, en la curva normal |

La mayor de las diferencias obtenidas, D__ , se compara con el niimero que se obtiene al efectuar

el cociente 136 , donde n es el tamarfio de la muestra. Este niimero es el de la maxima diferencia
Vn
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admisible. Si

entonces no rechazamos la hipétesis de que la muestra estd extraida de una poblacién normal.

NOTAS:

— La férmula de la méxima diferencia admisible, 136, es vélida s6lo para muestras de 20 0 més
individuos. n

— El rechazo de la hipétesis se haria con un margen de error del 5%, es decir, de cada 100 veces

que rechazamos la hipétesis en estas circunstancias, nos exponemos a equivocarnos en 5 de
ellas.

— La expresién %6 debe interpretarse como la méxima diferencia achacable al azar, si extraemos
n

una muestra de n elementos de una poblacién normal.
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